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Ce travail s'inscrit dans une démarche classique de l'étude du comportement mécanique des
matériaux qui pourrait s'intituler :
De l'uniaxial vers le multiaxial
En effet, le passage de l'étude d'un comportement mécanique sous sollicitation uniaxiale à
l'étude de ce même comportement sous sollicitation multiaxiale met en lumière de nouveaux
phénomènes. Par exemple, jusqu'au début des années 80, le comportement des matériaux
métalliques en élasto-plasticité cyclique, n'était étudié que sous chargement uniaxial. L'apparition et le
développement de machines d'essais biaxiales de traction-torsion ont fait émerger de nouveaux
phénomènes qui ont mis en défaut les modèles de comportement écrits jusqu'alors [LAM78].
Les Alliages à Mémoires de Forme (AMF) ne dérogent pas à cette règle. Les premiers essais
pseudoélastiques sous chargement multiaxiaux ont fait apparaître de nouveaux phénomènes, tels que
la réorientation des variantes de martensite, et ont mis en défaut les modèles de comportement écrits
à l'aide de considérations uniaxiales [AUR01]. Mais contrairement au cas des matériaux métalliques
pour lesquels la base expérimentale sous chargement multiaxial est très importante [LAM78],
[DEL93], [DOO90], [MDO95]..., les essais pseudoélastiques des AMF sont encore peu nombreux
[SIT96], [ROG93], [LIM99], [GAL98], [REJ00a].
C'est pourquoi nous nous proposons de réaliser une base expérimentale importante, sous
chargement multiaxial complexe, sur la pseudoélasticité des alliages à mémoire de forme. Nous avons
pour cela réalisé deux types d'essais : des essais de traction-torsion-pression interne et des essais de
bicompression. Ces essais sont complémentaires car ils permettent de soumettre le matériau à des
états de contrainte différents.
Nous nous sommes ensuite intéressés à la modélisation du comportement pseudoélastique
des alliages à mémoire de forme sous chargement multiaxial complexe. Une approche macroscopique
phénoménologique a été choisie. Cette méthode donne naissance à des modèles simples faciles à
implanter dans un code de calcul par éléments finis et assez peu coûteux en temps de calcul,
contrairement à une approche de type micro/macro qui est plus physique et plus prédictive mais dont
l'implantation numérique est complexe et coûteuse en temps de calcul. L'approche phénoménologique
est donc particulièrement adaptée à une démarche de conception industrielle.
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Ce mémoire s'articule autour de 5 chapitres :
· Le premier constitue une étude bibliographique du comportement pseudoélastique des
AMF. Nous commençons par rappeler quelques généralités sur les AMF ainsi que les
principaux résultats expérimentaux sous chargement uniaxial. Nous recensons ensuite les
principaux essais sous chargement multiaxial, puis nous finissons par la présentation de
quelques modèles de comportement pseudoélastique multiaxiaux.
· Le deuxième chapitre présente une partie des essais expérimentaux réalisés lors de ce
travail : les essais de traction-torsion-pression interne. Nous commençons par présenter
des résultats sous sollicitation de traction, puis des essais de traction-pression interne sous
chargement proportionnel et non-proportionnel, et enfin des essais de traction-torsion
sous chargement proportionnel et non-proportionnel. Ces types d'essai sont relativement
classiques, c'est pour cela que nous avons choisi de les présenter séparément des essais
de bicompression et de tricompression du chapitre suivant qui sont des essais totalement
nouveaux pour les matériaux métalliques.
· Le troisième chapitre présente donc les essais de bicompression et de tricompression qui
ont entièrement été conçus, réalisés et mis au point lors de ce travail. Nous nous sommes
inspirés pour cela d'essais de bicompression et de tricompression utilisés dans l'étude des
bétons et des roches. Nous avons ensuite utilisé une procédure originale à l'aide d'une
technique d'analyse d'image afin de valider cet essai.
· Le quatrième chapitre présente les différentes étapes de la construction d'un modèle
phénoménologique du comportement pseudoélastique des AMF. Ces différentes étapes
sont le cas uniaxial, puis la généralisation de ce cas uniaxial au cas des chargements
multiaxiaux proportionnels, et enfin l'élaboration du modèle complet sous chargement
multiaxial proportionnel et non-proportionnel à l'aide des deux étapes précédentes.
· Enfin le dernier chapitre présente l'intégration numérique de ce modèle dans un code de
calcul par éléments finis en vue de la modélisation d'essais structures, puis l'intégration
numérique du modèle RL présenté lors du premier chapitre en vue d'une identification
inverse à l'aide d'un essai de flexion.
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Chapitre I 
Comportement et Modélisation des Alliages à
Mémoire de Forme sous Sollicitations Multiaxiales
: Observations Expérimentales et Modélisation
Macroscopique Phénoménologique
Ce chapitre se décompose en 3 parties. La première partie recense des généralités sur les
AMF ainsi que les résultats expérimentaux sur la pseudoélasticité des AMF sous chargement uniaxial.
Dans la deuxième  partie, nous avons recensé les principaux résultats expérimentaux de
pseudoélasticité des AMF sous sollicitations multiaxiales. Nous nous sommes efforcés de faire
ressortir pour chaque type d'essai les principaux résultats et les conséquences sur la modélisation du
comportement pseudoélastique des AMF. Et dans un troisième temps nous avons sélectionné
quelques modèles phénoménologiques existants en mettant en avant les idées fortes et les points
faibles.
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I-1 AMF ET PSEUDOELASTICITE SOUS CHARGEMENT UNIAXIAL
I-1.1 Les AMF
Ce paragraphe constitue une présentation rapide des AMF, pour plus de détails nous
renvoyons le lecteur intéressé à [BER97], [GUE], [GUE80b], [PAT90], [PAT95a], [WAY83],
[OTS99].
Habituellement, quand un alliage est soumis à une contrainte mécanique supérieure à sa limite
élastique, la déformation plastique engendrée subsiste lorsque la contrainte est relâchée. Les AMF ne
se comportent pas ainsi : un AMF déformé apparemment plastiquement à une température donnée
retrouve sa forme initiale après chauffage. Cette déformation est de l'ordre de 5 à 10 %. Ce
phénomène est appelé mémoire de forme, il résulte d'une transformation de phase solide-solide
appelée transformation martensitique, par analogie avec le cas des aciers.
I-1.1.1 Transformation martensitique
La transformation martensitique est une transformation de phase solide/solide, displacive, du
1er ordre avec déformation homogène du réseau cristallin, constituée principalement par un
cisaillement.
Le terme "displacif" signifie que la transformation met en jeu des déplacements atomiques
faibles (de l'ordre du dixième de la distance interatomique) et un mouvement coopératif d'un très
grand nombre d'atomes. La diffusion d'atomes est donc quasi inexistante et la transformation s'opère
très rapidement (de l'ordre de la vitesse du son dans le milieu) sans changer la composition chimique.
Ces déplacements engendrent une déformation homogène du réseau cristallin constitué
principalement par un cisaillement avec une variation de volume très faible (< 0.3 %).
Lors d'un refroidissement à partir d'un état entièrement austénitique, la transformation
austénite®martensite (A®M) débute à une température 0SM  (Figure 1) et se poursuit jusqu'à une
température 0FM  où le matériau est entièrement martensitique. Puis lors du chauffage, la
transformation martensite®austénite (M®A) débute à une température 0SA  et termine à une
température 0FA . Il existe une hystérésis entre la transformation directe (A®M) et la transformation
inverse (M®A). Si la taille de l'hystérésis est importante (> 100°C), comme pour les alliages à base
de fer, la transformation de phase A®M induit une déformation plastique irréversible dans les 2
phases. La transformation de phase est donc irréversible. Si la taille de l'hystérésis est faible (de 10 à
40°C), comme pour les AMF, la transformation de phase est progressive et réversible.
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Figure 1 : Transformation martensitique pilotée par la température sous contrainte nulle
La transformation de phase est pilotée par la température qui va déplacer les interfaces entre
les 2 phases de façon réversible : c'est le comportement thermoélastique.
A l'échelle du microscope optique, l'interface entre l'austénite et la martensite est un plan
appelé plan d'habitat et la transformation est décrite principalement par un cisaillement homogène (de
l'ordre de 20 % dans le cas des alliages de cuivre). Pour un monocristal d'austénite, il existe plusieurs
orientations possibles de plaquettes de martensite appelées variantes de martensite. Par exemple,
dans le cas du Cu-Al-Be où l'austénite est cubique de maille L21 et la martensite monoclinique de
type 18R, il y a 24 variantes possibles de martensite toutes équivalentes du point de vue
cristallographique. Dans le cas où la transformation est pilotée par la température sous contrainte
nulle, les variantes sont toutes équiprobables et leurs cisaillements se compensent de façon à annuler
la déformation macroscopique, cette martensite est appelée martensite autoaccommodante (Figure
2a). Et dans le cas où l'échantillon est soumis à une contrainte, les variantes donnant une déformation
dans le sens de la contrainte sont favorisées vis à vis des autres variantes mal orientées, cette
martensite est dite orientée (Figure 2b). Ce sont ces 2 phénomènes de création-réorientation de
variantes de martensite qui confèrent aux AMF leurs propriétés.
joint de
grain
joint de
grain
-a- -b-
Figure 2 : Martensite (a) autoaccommodante et (b) orientée dans un polycristal de Cu-Al-Ni-Mn
sous un grossissement de 500 [BOU94]
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I-1.1.2 Propriétés thermoélastiques des AMF
 Effet mémoire simple sens :
Un échantillon d'AMF à une température T < 0fM  donc constituée de martensite
autoaccommodante est soumis à une contrainte, ceci a pour effet d'orienter les variantes de
martensite (Figure 3). Lorsque la contrainte est relâchée, il subsiste une déformation permanente due
à l'orientation préférentielle de la martensite présente dans l'échantillon. Si cet échantillon est ensuite
chauffé, il y transformation de la martensite orientée en austénite, l'échantillon retrouve donc son état
initial. C'est l'effet mémoire simple sens.
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Figure 3 : Effet mémoire simple sens
 Effet mémoire double sens assisté :
Un échantillon d'AMF à une température T > 0fA  donc austénitique est soumis à une
contrainte insuffisante pour induire la transformation de phase (Figure 4a). Lors du refroidissement, il
y a création de martensite et réorientation de ces variantes de martensite simultanément, ce qui a pour
effet de créer une déformation. Lors du chauffage, il y transformation de la martensite orientée en
austénite, l'échantillon retrouve donc son état initial. C'est l'effet mémoire double sens assisté.
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Figure 4 : Effet mémoire double sens (a) assisté par la contrainte et (b) non assisté : l'échantillon a été
préalablement éduqué
 Effet mémoire double sens :
Cet effet nécessite une éducation de l'AMF qui consiste en un cyclage en température à
contrainte constante ou en un cyclage en contrainte sous température constante. Cette éducation a
pour effet de favoriser la martensite orientée par cette contrainte en créant des défauts de structure
(dislocations,...) qui conduisent à des contraintes internes. Un échantillon éduqué de la sorte a la
capacité de passer de la forme de l'austénite à celle de la martensite orientée simplement sous l'effet
de la température (sous contrainte nulle). C'est l'effet double sens (Figure 4b).
 Pseudoélasticité :
Un échantillon d'AMF à une température T > 0fA  donc austénitique est soumis à une
contrainte (Figure 5). Cette contrainte a pour effet de favoriser les variantes de martensite bien
orientée et donc de provoquer la transformation de phase.
Par exemple, sur le cycle caractéristique donné Figure 5 , entre O et A, la réponse du
matériau correspond à l'élasticité de l'austénite. En A, la transformation de l'austénite en martensite
orientée débute et se poursuit jusqu'en B. Entre B et C, l'échantillon est purement martensitique et la
réponse du matériau correspond à l'élasticité de la martensite. La contrainte est ensuite relâchée.
Entre C et D, le comportement est toujours élastique. En D, la transformation martensite®austénite
débute et se poursuit jusqu'en E. Enfin entre E et O, l'échantillon est purement austénitique et la
réponse du matériau purement élastique. C'est la pseudoélasticité.
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Figure 5 : Pseudoélasticité des AMF
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 Effet caoutchoutique :
Un échantillon d'AMF à une température T < 0fM  donc constituée de martensite
autoaccommodante est soumis à une contrainte, ceci a pour effet d'orienter les variantes de
martensite (Figure 6). Lorsque la contrainte est relâchée, il subsiste une déformation permanente due
à l'orientation préférentielle de la martensite présente dans l'échantillon. Si la contrainte est à nouveau
appliquée, il y a transformation d'une partie de l'austénite en martensite orientée. La pente obtenue
lors de cette charge-décharge est beaucoup plus faible que la pente élastique, c'est l'effet
caoutchoutique.
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Figure 6 : Effet caoutchoutique
I-1.1.3 Principaux AMF industriels
Il existe principalement 2 familles d'AMF : les alliages à base de cuivre (Cu-Zn-Al, Cu-Al-Ni,
Cu-Al-Be, ...) et les alliages à base de nickel-titane (Ni-Ti). Il faut rajouter à cela des AMF à base
de fer (Fe-Mn-Si) et quelques AMF exotiques (Au-Cd,...), mais ces 2 classes d'alliages sont très
peu utilisées.
 Les alliages à base de cuivre :
La structure haute température, l'austénite, est appelée phase b . C'est une phase cubique
centrée (B2, L21) qui n'est pas en général thermodynamiquement stable à température d'utilisation
des AMF. Cette  phase est donc métastable et doit être obtenue par trempe à partir de la zone de
stabilité qui se situe à plus haute température. Pour les alliages à base de Cu-Al, la phase b  est stable
à haute température (Figure 7) et se transforme de façon eutectoïde à 570°C en phase a et g2. Un
refroidissement rapide depuis la zone de stabilité de la phase b  est donc obligatoire et rend la phase
b  métastable à température ambiante.
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Figure 7 : Diagramme d'équilibre de Cu-Al [GUE]
La structure basse température, la martensite, est une phase monoclinique de type 2H, 9R ou
18R en général.
Un élément d'addition doit être ajouté au Cu-Al afin d'adapter la température 0sM . Par
exemple, si l'on ajoute du béryllium, le diagramme d'équilibre est peu modifié, mais la température
0
sM  varie fortement (Figure 8). Il est alors possible d'obtenir la température 
0
sM  souhaitée en jouant
sur la composition.
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Figure 8 : Evolution de 0sM  en fonction de la composition en Be d'un alliage Cu-Al 11.8-Be (%
massique) [GUE]
 Les alliages à base de Ni-Ti :
Les alliages de Ni-Ti ont des compositions proches de 50%/50% (% atomique). La phase
haute température est de type B2 et la phase basse température de type 2H, 4H, 9R ou 12R.
Pour des compositions de l'ordre de 50%/50% (% atomique), la phase b  reste stable jusqu'à
basse température (Figure 9), la trempe n'est donc pas toujours nécessaire, mais une trempe
modérée devient nécessaire si l'on s'écarte de cette composition. La température 0sM  est comme
pour les alliages à base de cuivre très sensible à la composition (Figure 10).
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Figure 9 : Diagramme d'équilibre du Ni-Ti [OTS99]
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Figure 10 : Evolution de 0sM  en fonction de la composition en Ni d'un alliage de Ni-Ti [GUE]
I-1.2 Pseudoélasticité sous chargement uniaxial
La pseudoélasticité des AMF sous chargement uniaxial a été largement étudiée au cours des
20 dernières années [GAL99], [LIU98], [ORG98], [SHA97], [HUO93]. Nous allons essayer de
dégager une classification des différents facteurs influençant un essai uniaxial.
 Effet du polycristal :
Il existe une différence de comportement importante entre un monocristal et un polycristal :
· La déformation de transformation est supérieure pour un monocristal. Par exemple, pour
un alliage de Cu-Al-Be, la déformation du monocristal atteint 10 % (Figure 11) contre
environ 6 % pour un polycristal (Figure 12).
· La raideur lors de la transformation de phase est beaucoup plus faible pour un
monocristal. Ce palier est quasiment horizontal pour un monocristal (Figure 11), ce qui
n'est pas le cas pour un polycristal (Figure 12).
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· Pour un monocristal, il n'y a qu'une seule variante de martensite présente lors d'un
chargement sous contrainte [VIV99a], celle qui est le mieux orientée par rapport à la
contrainte, alors que dans un polycristal, même sous une sollicitation de traction, on
observe au moins 2 ou 3 variantes de martensite par grain [PAT95b], [PAT96]. Ceci est
dû à l'interaction entre les grains qui provoque un champ de contrainte hétérogène à
l'échelle du grain.
La suite de ce travail se limitera à l'étude du comportement du polycristal.
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Figure 11 : Pseudoélasticité d'un monocristal de Cu-Al-Be à différentes températures [VIV99b]
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Figure 12 : Pseudoélasticité d'un polycristal de Cu-Al-Be (a) sous chargement cyclique et (b) à
différentes vitesses de sollicitation [ENT96]
 Effet de la température :
La martensite est une phase basse température, la transformation martensitique est donc
favorisée par un abaissement de la température et les contraintes nécessaires à la transformation de
phase diminuent lorsque la température diminue [PAT90].
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Cet effet peut se traduire dans un diagramme de Clapeyron (contrainte, température) (Figure
13).
Pour un échantillon initialement austénitique, la transformation directe débute lorsque l'on
croise la droite (D1) et se poursuit jusqu'à la droite (D2) où l'échantillon est purement martensitique.
La transformation inverse débute alors lorsque l'on croise la droite (D3) et se poursuit jusqu'à la
droite (D4) où l'échantillon est purement austénitique.
C
on
tr
ai
nt
e
Température
0
0
SM 0
FA
0
FM
0
SA
(D1)(D2)
(D3) (D4)
austénite
martensite
Figure 13 : Diagramme de Clapeyron (s , T) d'un AMF
 Effet de la vitesse de sollicitation :
Lorsque la vitesse de sollicitation augmente, la raideur lors de la transformation de phase
augmente (Figure 12b). Ceci est dû au caractère exothermique de la transformation directe et
endothermique de la transformation inverse. En effet, lors d'un essai à vitesse de sollicitation
importante, la transformation directe échauffe l'échantillon qui n'a pas le temps d'évacuer les calories,
la température augmente et la contrainte de transformation austénite®martensite augmente. Et lors de
la transformation inverse, la transformation est endothermique, la température baisse et la contrainte
de transformation martensite®austénite diminue [BAL00a], [BAL00b].
 Effet du cyclage :
Le cyclage d'un essai pseudoélastique se traduit par (Figure 12a):
· L'abaissement des contraintes lors de la transformation de phase due à des défauts de
structure qui créent des contraintes internes et qui favorisent certaines variantes de
martensite.
· L'accumulation de déformation résiduelle due à de la martensite résiduelle et à des
déformations plastiques. Il est possible de différencier ces  2 facteurs en chauffant
l'éprouvette à 100 ou 200°C. En effet, à cette température, la martensite résiduelle se
transforme en austénite alors que les dislocations induisant la déformation plastique ne
bougent quasiment pas [ENT96].
 Dissymétrie traction-compression :
Le comportement pseudoélastique d'un AMF en traction-compression est dissymétrique
[GAL97], [GAL99], [LEX96], [PAT95b], [ORG96] : la contrainte équivalente de von Mises
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nécessaire à la transformation de phase est supérieure en compression car les variantes de martensite
présentes en traction et en compression sont différentes (Figure 21a).
I-2 PSEUDOELASTICITE DES AMF SOUS CHARGEMENT MULTIAXIAL
I-2.1 Introduction
Jusqu'à maintenant, l'élaboration des modèles de comportement pseudoélastique des AMF
s'effectuait principalement à partir de données expérimentales sous sollicitations uniaxiales. Or les
essais multiaxiaux [NIS99], [RAN99], [ROG96], [GAL98], [LEX00] ont montré que la
transformation martensitique est fortement influencée par le caractère multiaxial de la sollicitation et en
particulier par la non-proportionnalité du chemin de chargement.
Avant toute chose, nous allons commencer par définir les termes de chargement proportionnel
et non-proportionnel. On appelle chargement proportionnel, un chargement pour lequel la direction
de la contrainte reste constante, soit :
A).t(f)t( =s (1)
où s(t) est le tenseur des contraintes à l'instant t, f(t) une fonction positive du temps et A un
tenseur constant. Et par opposition, on appelle chargement non-proportionnel, un chargement pour
lequel la direction de la contrainte varie.
Un chargement proportionnel provoque la création et la disparition d'au moins 2 ou 3
variantes de martensite à partir de la phase mère par grain pour un polycristal [PAT96], celles qui
sont le mieux orientées par rapport à la contrainte dans le grain. Tout au long du chargement
proportionnel, ce sont ces même variantes qui croissent ou décroissent selon l'évolution de la fonction
f(t).
Alors que lors d'un chargement non-proportionnel, il existe à la fois des phénomènes de
création et de disparition de variantes de martensite à partir de la phase mère, mais également des
phénomènes de réorientation de variantes de martensite mal orientées par rapport à la contrainte en
d'autres variantes mieux orientées par rapport à la contrainte [LIM99], [MAR96], [PAT95b],
[PAT96], [SIT95]. Les phénomènes mis en jeu sont donc nettement plus complexes lors d'un
chargement non-proportionnel.
Les modèles de comportement, qui pour la plus part sont basés sur des essais uniaxiaux,
donc en particulier proportionnels, sont donc incapables de modéliser de tels phénomènes.
On peut comparer cela à ce qui s'est passé dans les années 80-90 pour la modélisation de
l'élasto-plasticité cyclique des aciers où les essais biaxiaux de traction-torsion ont fait émerger des
phénomènes nouveaux impliquant un sur-écrouissage par rapport aux essais uniaxiaux non prévu par
les modèles [LAM78].
Pour les AMF, il existe dans la littérature 3 types d'essais multiaxiaux : les essais de traction-
torsion [NIS99], [RAN99], [ROG96] les essais de traction-torsion-pression interne [REJ00a],
[LEX99], et les essais de traction-pression hydrostatique [GAL98]. Nous allons les passer en revue
en essayant de faire ressortir les effets de la multiaxialité et de la non-proportionnalité du chargement.
Le 1er effet étudié est l'effet de la forme du tenseur des contraintes. Cet effet apparaît même lors d'un
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trajet uniaxial de traction-compression. Si l'on suppose le matériau isotrope, le tenseur des
contraintes peut être représenté par ses 3 invariants :
· Le 2ème invariant est la contrainte équivalente de von Mises s  :
( ) ( )( )ss=s dev:dev
2
3 (2)
· Le 1er invariant est la pression hydrostatique normée par la contrainte de von Mises P  :
( )
s
s
=
tr
.
3
1
P (3)
· Le 3ème invariant correspond à la direction du tenseur des contraintes dans le plan du
déviateur des contraintes ys (Figure 14) :
( )( )
).3cos(
devdet
.
2
27
y 3 q=
s
s
=s (4)
où s est le tenseur des contraintes et q est l'angle entre s et la direction sI dans le plan du
déviateur des contraintes.
sI
sIII
sII
s
q
s
Figure 14 : Définition du 2ème et du 3ème invariant du tenseur des contraintes dans le plan du déviateur
des contraintes
Nous allons étudier plus particulièrement l'influence de ces 3 invariants sur la surface de début
de transformation de phase.
La surface de début de transformation est définie, comme le domaine d'élasticité d'un
matériau élasto-plastique, par l'ensemble des points pour lesquels la déformation de transformation
équivalente de von Mises est égale à un offset choisi à priori :
=ee=e trtrtr :.
3
2
offset (5)
où e tr est le tenseur des déformations de transformation défini par :
s-e=e-e=e - :L 1etr (6)
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où e, et ee sont respectivement les déformations totales et élastiques et L  le tenseur de
Hooke. De plus, on suppose le tenseur des déformations de transformation déviatorique, car la
variation de volume de la transformation martensitique est très faible (< 0.3 %) [GAL98], [ORG98],
donc dans le cas d'un essai de traction-torsion :
2tr
z
trtr
zz
2tr2tr
zz
tr ..
3
2
qqqqq e+ee+e+e=e (7)
De plus, la répétition des essais de pseudoélasticité sur la même éprouvette a tendance à
accumuler les déformations résiduelles dues à la martensite résiduelle. Il est donc plus pertinent de
définir la surface de début de transformation par :
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) offset..
3
2 20
z
tr
z
0tr0
zz
tr
zz
20tr20
zz
tr
zz
0tr =e-e+e-ee-e+e-e+e-e=e-e qqqqqqqqqq (8)
où e0 est le tenseur des déformations résiduelles, c'est-à-dire sous contrainte nulle.
On peut tout de même s'interroger sur la signification physique de la surface de début de
transformation. En effet, lorsque offset0tr =e-e  avec un offset de l'ordre de 0.1 %, il y a bien
longtemps que les premières plaquettes de martensite sont apparues. Il faut donc bien garder à
l'esprit que la surface de début de transformation n'est qu'une image très macroscopique du début de
la transformation martensitique dans le matériau.
Le 2ème effet étudié est celui de la forme du trajet de chargement, en effet, pour un état de
contrainte donné, on observe que l'état du matériau est différent suivant le chemin de chargement suivi
[LIM99]. Le caractère non-proportionnel du chargement a donc une influence importante sur la
transformation martensitique.
Et le 3ème effet étudié est celui de la rotation du repère des contraintes principales, en effet lors
d'un chargement non-proportionnel de traction-torsion, on a rotation du repère des contraintes
principales au cours du chargement.
A ces effets typiques de la multiaxialité des contraintes s'ajoutent évidemment les effets
répertoriés dans le cas uniaxial.
I-2.2 Essais de traction-torsion
I-2.2.1 Essais de Rogueda [ROG93]
Rogueda [ROG93], [ROG96] a étudié un alliage de Cu 70.17-Zn 25.65-Al (% en masse) de
type R232 fourni par la société TréfimétauxÒ (France). Le traitement thermique consiste en un
maintien à 850°C pendant 15 minutes, puis à une trempe à l'huile à 120°C pendant une heure. Les
températures caractéristiques de transformation ont été déterminées à l'aide d'un essai de résistance
électrique : 0SM  » 14°C, 
0
FM  » 6°C, 
0
SA  » 17°C et 
0
FA  » 20°C. Des essais de traction-torsion
pilotés en contrainte ont été réalisés à 30°C sur une machine hydraulique SchenckÒ avec des
éprouvettes tubulaires de diamètre intérieur 20 mm, de diamètre extérieur 24 mm et de longueur utile
70 mm. Les contraintes sont évaluées à l'aide d'une hypothèse de tube mince à partir des cellules
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d'effort de la machine et les déformations à l'aide d'une rosette de trois jauges à 45° collée sur le
rayon extérieur de l'éprouvette.
Des essais sous chargement proportionnel (Figure 15) réalisés dans le quart de plan
( )0;0 zzz ³s³s q  ont permis de déterminer la surface de début de transformation (Figure 16). Il est
à noter que Rogueda définit la surface début de transformation comme l'ensemble des points pour
lesquels a lieu la perte de linéarité des courbes (ezz, szz) et (eqq, sqq) sans définir de façon claire quel
est son critère de perte de linéarité. De plus, le point de début de transformation dans le plan
(ezz, szz) n'est donc pas le même que dans (eqq, sqq). On arrive donc à la conclusion que lors d'un
chargement proportionnel tel que :
qsa=s zzz . (9)
la contrainte de début de transformation  ne vérifie pas :
AM
z
AM
zz . qsa=s (10)
La courbe de début de transformation est donc à prendre avec beaucoup de précautions.
Ces essais montrent tout de même que la contrainte équivalente de von Mises  nécessaire
pour initier la transformation en torsion est inférieure de 25 % à celle de traction. Des essais non-
proportionnels dans le quart de plan ( )0;0 zzz ³s³s q  ont également été réalisés (Figure 17), ainsi
que des essais d'éducation avec trajets proportionnels et non-proportionnels.
(ezz, szz)
(ezq, Ö3.szq)
Figure 15 : Essai de traction-torsion sous chargement proportionnel [ROG93]
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Figure 16 : Surface de début de transformation en traction-torsion [ROG93]
(ezz, szz)
(ezq, Ö3.szq)
(ezz, szz)
(ezq, Ö3.szq)
-a- -b-
Figure 17 : Essai de traction-torsion sous chargement non-proportionnel carré [ROG93]
I-2.2.2 Essais de Sittner et al. [SIT96]
Sittner et al. [SIT96] ont étudié un alliage de Cu-Al 10-Zn 5-Mn 5 (% en masse). Le
traitement thermique consiste en un maintien à 600°C pendant deux heures puis à une trempe à l'eau
glacée à 0°C. Les températures caractéristiques de transformation sont :
0
SM  » -34°C, 
0
FM  » -50°C, 
0
SA  » -25°C et 
0
FA  » -13°C
Des essais de traction-torsion ont été réalisés à 12°C sur une machine d'essais ShimdazuÒ
AG-10TS avec des éprouvettes tubulaires de diamètre intérieur 5 mm, de diamètre extérieur 8 mm et
de longueur utile 35 mm. Les contraintes sont évaluées à partir des cellules d'effort de la machine à
l'aide d'un calcul élastique. La déformation longitudinale e est évaluée à l'aide d'un extensomètre et la
déformation de cisaillement g à l'aide de l'angle de torsion de l'éprouvette entière et d'une hypothèse
cinématique. La valeur de la déformation de cisaillement est donc vraisemblablement entachée d'une
grosse erreur. Des essais sous chargement proportionnel en déformation (Figure 18) ont été réalisés
dans le quart de plan ( )0;0 zzz ³s³s q . Sittner et al. déterminent ensuite une surface de début de
transformation, une surface à chargement maximal et une surface de début de transformation inverse
(Figure 19). Le pilotage étant effectué en déformation, la surface à déformation maximale est définie
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comme l'ensemble des points dans l'espace des contraintes pour lesquels la déformation équivalente
vaut 3 %, et la déformation équivalente est définie par :
2
2eq
2
÷
ø
ö
ç
è
æ g+e=e (11)
Sittner et al. construisent ensuite une surface de début transformation directe et inverse sans
donner la procédure d'obtention. De plus, la surface de début de transformation inverse n'a pas
vraiment de sens car la transformation directe n'est pas complète. Pour ces raisons, ces essais ne
seront pas utilisés par la suite.
On peut tout de même noté que des essais non-proportionnels dans le demi-plan
( )ÂÎs>s qzzz ;0  ont également été réalisés avec un pilotage en contrainte (Figure 20) et en
déformation.
-a-
-b- -c- -d- -e-
Figure 18 : Essai de traction-torsion sous chargement proportionnel. (a) chargement, (b) et (d) essai
à 36°, (c) et (e) essai à 67° [SIT96]
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Figure 19 : Surface de début de transformation directe (sF), inverse (sR) et contrainte maximale
(smax) en traction-torsion [SIT96]
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Figure 20 : Essai de traction-torsion sous chargement non-proportionnel carré. (a) chargement, (b)
réponse en déformation, (c) et (d) réponse contrainte/déformation du trajet [d], (e) et (f) réponse
contrainte/déformation du trajet [e] [SIT96]
I-2.2.3 Essais de Lim et McDowell [LIM99]
Lim & McDowell [LIM99] ont étudié un alliage de Ni 49.20-Ti 50.80 (% atomique). Le
traitement thermique consiste en un maintien à 500°C pendant 20 minutes puis à un refroidissement à
l'air. La température de fin de transformation inverse (martensite®austénite) est déterminée par DSC
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: 0FA  » 0°C. Des essais de traction (compression)-torsion pilotés en déformation ont été réalisés
avec des éprouvettes tubulaires de diamètre intérieur 16.5 mm, de diamètre extérieur 20.4 mm et de
longueur utile 30 mm. Les contraintes sont évaluées à l'aide d'une hypothèse de tube mince à partir
des cellules d'effort de la machine et les déformations longitudinales e et de cisaillement g à l'aide d'un
extensomètre biaxial placé sur le rayon extérieur de l'éprouvette. La température en cours d'essais est
également mesurée grâce à 4 thermocouples de type T placés sur le rayon extérieur de l'éprouvette le
long d'une génératrice.
Des essais de traction-torsion pilotés en déformation ont été réalisés à la vitesse de
déformation équivalente :
3
2
2eq g+e=e
&
&& (12)
de 0.05 %/s (Figure 21) et l'évolution de la température lors de ces essais a été enregistrée.
Ils montrent un échauffement d'environ 20°C lors de la transformation directe pour une déformation
équivalente de 3% et un refroidissement équivalent lors de la décharge (Figure 21). Ils montrent
également que l'échauffement est plus important en compression qu'en traction.
Des essais circulaires pilotés en déformation de rayon r = 2.12% en traction-torsion ont
également été réalisés à des vitesses de déformation équivalente de 0.05%/s et de 0.001%/s (Figure
22). Ils montrent un échauffement lors de la partie du cycle en compression d'environ 5°C pour
l'essai le plus rapide et quasi nulle pour l'essai à faible vitesse ce qui est cohérent avec la Figure 21.
La direction du vecteur vitesse de déformation de transformation a également été déterminée au
cours de l'essai (Figure 22c). Lim & McDowell utilisent une procédure particulière pour déterminer la
direction du vecteur vitesse déformation [MDO85]. Ils calculent l'abscisse curviligne de la courbe (s,
Ö3.t) :
( )( )ò t+st+s=
t
0 3131
dtn..3n..n..3n.s
r
&
r
&
r
&
r
& (13)
avec s la contrainte longitudinale, t la contrainte de cisaillement et 1n
r
 et 3n
r
 les vecteurs de
base normés. La direction du vecteur vitesse de déformation est ensuite définie par :
3
n
.
ds
d
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è
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où E et G sont respectivement le module d'élasticité longitudinal et de cisaillement et e tr la
déformation de transformation.
Des essais non-proportionnels circulaires avec maintien de la déformation constante en
quelques points ont également été effectués. Ils montrent un retour de la température vers la
température ambiante lors de ces maintiens en déformation.
Lim & McDowell comparent ensuite la direction du vecteur vitesse de déformation de
transformation expérimentale (Figure 22c) à la normale d'une surface de charge de type Mises et à
celle d'une surface en deuxième et troisième invariant du tenseur des contraintes proposée par Patoor
et al. (Figure 22d) [PAT95b] [PAT96]. La différence entre les deux montre que pour modéliser ce
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type de chargement, un modèle utilisant une surface de charge et une variable interne scalaire de type
écrouissage isotrope est insuffisant.
Figure 21 : Essai de traction-compression. (a) courbe contrainte/déformation, (b) courbe
température/déformation (de/dt = 0.05 %/s)
s/%05.0mises =e&
s/%001.0mises =e&
s/%001.0mises =e&
s/%05.0mises =e&
-a- -b-
-c- -d-
Figure 22 : Trajet circulaire en déformation de rayon 2.12%. (a) réponse en contrainte, (b) évolution
de la température, (c) direction du vecteur vitesse de déformation de transformation, (d) normale à
une surface en 2ème et 3ème invariants du tenseur des contraintes.
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En conclusion, ces essais mettent en évidence le couplage fort qui existe entre la thermique et
la transformation martensitique lors d'un essai de pseudoélasticité. Ils montrent en particulier
l'influence de l'état de contrainte sur le comportement thermique de la transformation ainsi que
l'influence de la vitesse de chargement. Néanmoins ces essais montrent également que si la vitesse de
chargement est faible, le couplage thermique peut être négligé et la température de l'essai supposée
constante (Figure 22).
I-2.2.4 Essais de traction-torsion-pression interne de Rejzner et al.
[REJ00a]
Rejzner [REJ00a], [LEX99] a étudié un alliage de Ni-51 Ti (% atomique). Le traitement
thermique consiste en un maintien à 400°C sous vide pendant une heure puis à un refroidissement à
l'air. Suite à ce traitement, l'éprouvette est plongée dans une solution acide. Les températures
caractéristiques sont déterminées par DSC (Differential Scanning Calorimetry) :
0
SM  » -20°C, 
0
FM  » -65°C, 
0
SA  » -5°C et 
0
FA  » 33°C
Des essais de traction (compression)-torsion-pression interne pilotés en contrainte ont été
réalisés à 47°C sur une machine d'essai hydraulique SchenckÒ avec des éprouvettes tubulaires de
diamètre intérieur 8.5 mm, de diamètre extérieur 11.5 mm et de longueur utile 30 mm. Les
contraintes sont évaluées à l'aide d'une hypothèse de tube mince à partir des cellules d'effort de la
machine et les déformations à l'aide d'une rosette de trois jauges à 45° collée sur le rayon extérieur
de l'éprouvette. Des essais sous chargement proportionnel de traction(compression)-torsion-pression
interne (Figure 23) ont permis de déterminer la surface de début de transformation avec des offsets
de 0.01 %, 0.02 % et 0.05 % (Figure 24 et Figure 25). Ils montrent en particulier que la contrainte
équivalente de von Mises nécessaire pour initier la transformation en torsion est inférieure de 10% à
celle de traction. Des essais proportionnels de réorientation de la R-phase ont également été
effectués.
Le principal résultat de ces essais est la surface de début de transformation dans le demi-plan
( )0; zzz ³sÂÎs q  (Figure 24) qui montre clairement l'influence de la forme du tenseur des
contraintes (traction, compression ou cisaillement) sur la transformation martensitique.
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Figure 23 : Essai de traction-torsion sous chargement proportionnel. (a) compression pure, (b)
torsion pure [REJ00a]
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Figure 24 : Surface de début de transformation en traction-torsion [REJ00a]
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Figure 25 : Surface de début de transformation en traction-torsion-pression interne dans le plan des
contraintes principales [REJ00a]
I-2.2.5 Essais de traction(compression)/pression hydrostatique de Gall et
al. [GAL98]
Gall et al. [GAL98] ont étudié un alliage de 59.1 Cu-27.0 Zn-13.8 Al (% en masse). Les
températures caractéristiques ont été déterminées par un essai de DSC :
0
SM  » -10°C, 
0
FM  » -32°C, 
0
SA  » -15°C et 
0
FA  » 5°C
La variation de volume lors de la transformation austénite®martensite a été mesurée
expérimentalement : %3.0
V
V
-»
D
. Les essais sont réalisés à 25°C et les déformations sont
évaluées à l'aide de deux jauges de déformation. Les essais sont réalisés à l'aide d'une machine
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hydraulique MTSÒ à laquelle a été ajouté un groupe hydraulique pour imposer une pression externe à
l'éprouvette. Les états de contrainte imposés sont donnés Table 1.
Seul l'essai 7 de pression hydrostatique pure jusqu'à s = 700 MPa ne conduit pas à une
transformation martensitique (Figure 26). Les courbes contrainte/déformation équivalente de von
Mises des essais 1, 2, 3 et 5 sont donnés Figure 27.
L'évolution de la contrainte équivalente de von Mises de début de transformation avec un
offset de 0.025 %, 0.05 % et 0.1 % des essais 1 à 6 en fonction de la pression hydrostatique P
(P = 1/3.tr(s)) est tracée Figure 28. La valeur du 3ème invariant ys est également reportée.
essai 1
traction
essai 2
pression hydro-
statique nulle
essai 3
compression
essai 4
compression
triaxiale
essai 5
compression
triaxiale
essai 6
compression
triaxiale
essai 7
pression
hydrostatique
s 0 0 2s 0 0 -s 0 0 -3s 0 0 -2s 0 0 -1.7s 0 0 -s 0 0
0 0 0 0 -s 0 0 0 0 0 -s 0 0 -s 0 0 -s 0 0 -s 0s
0 0 0 0 0 -s 0 0 0 0 0 -s 0 0 -s 0 0 -s 0 0 -s
Table 1 : Etats de contrainte imposés lors des essais de traction-pression hydrostatique de Gall et al.
[GAL98]
Le but de ces essais est d'évaluer l'influence du premier invariant du tenseur des contraintes
PAM sur la contrainte équivalente de von Mises de début de transformation AMs .Il faut pour cela se
placer à troisième invariant y constant, par exemple, pour les essais 3, 4, 5, 6. Il semble que PAM ait
une influence sur AMs , mais en pratique, il est difficile de conclure si la variation de AMs  est due à
l'influence de PAM ou à l'anisotropie du matériau.
Pression hydrostatique (MPa)
D
éf
or
m
at
io
n 
e 1
1, 
e 2
2, 
e 3
3
Figure 26 : Essai de pression hydrostatique pure (essai 7) [GAL98]
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Figure 27 : Courbe contrainte/déformation équivalente de von Mises des essais 1, 2, 3 et 5 [GAL98]
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Figure 28 : Evolution de la contrainte équivalente de von Mises en fonction de la pression
hydrostatique de début de transformation des essais 1 à 6 [GAL98]
I-2.3 Conclusion
 Effet de la forme du tenseur des contraintes :
Il est clair lors d'un essai de traction-compression (Figure 21a) que la forme du tenseur des
contraintes a une influence sur la transformation martensitique.
Les essais de Rogueda sur un Cu-Zn-Al [ROG93] montrent que la contrainte équivalente de
von Mises de début de transformation de torsion est inférieure de 25 % à celle de traction, et les
essais de Rejzner sur un Ni-Ti [REJ00a] de 10 %. Qualitativement, ces résultats vont donc dans le
même sens. La différence est vraisemblablement due à la différence du matériau utilisé et à son
anisotropie.
On peut ensuite se demander, dans le cas où le matériau est isotrope, quelle est l'influence
respective des 3 invariants du tenseur des contraintes. En effet, dans le cas où le matériau est
isotrope, le tenseur des contraintes peut se réduire à ses 3 invariants : P , s  et ys. Les essais de
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traction-torsion sont insuffisants, car même si le matériau est isotrope, quel que soit le chemin de
chargement, il existe une relation entre les 3 invariants du tenseur des contraintes :
( )2P.31.P.
2
9
y -=s (15)
Il est donc impossible de séparer l'influence de ys à celle de P . Les essais de Gall ne
présentent pas cet inconvénient, les essais 1 et 2 vérifient :
ys = 1 (16)
et les 3, 4, 5, 6 :
ys = -1 (17)
Par exemple, si l'on observe la variation de la contrainte équivalente de von Mises de début
de transformation des essais 3, 4, 5 et 6 (ys = -1), on observe bien une variation en fonction de la
pression hydrostatique, en particulier pour l'essai 3. Mais il se pose encore le problème de
l'anisotropie du matériau, et il faudrait pour juger de cette anisotropie comparer le comportement du
matériau selon l'axe 1 avec celui selon les axes 2 et 3, ce qui n'est pas réalisé. Il est donc impossible
dans ce cadre de différencier l'influence de 1er et du 3ème invariant sur la contrainte équivalente de von
Mises de transformation.
Effet du trajet de chargement :
L'effet du trajet de chargement est également évident. Par exemple, on peut comparer les
points B et D de l'essai non-proportionnel de Rogueda (Figure 17b) dont les contraintes sont égales,
mais dont les déformations sont différentes. On peut également observer la direction de l'écoulement
de l'essai circulaire de Lim & McDowell (Figure 22c) lors du passage en compression pure ou en
traction pure. Dans le cas d'un chargement proportionnel, ces directions devraient être horizontales
par symétrie du problème, ce qui n'est visiblement pas le cas.
Le chemin de chargement a donc une influence évidente sur la transformation martensitique.
Physiquement, ceci est dû aux phénomènes de réorientation de variantes de martensite qui lors d'un
chargement non-proportionnel viennent s'ajouter à ceux de création-disparition de martensite.
 Effet de la vitesse du chargement :
L'effet de la vitesse de chargement est également important sur la transformation
martensitique. On a vu que lors d'un trajet uniaxial (§ I-1.2), la transformation directe (inverse) est
exothermique (endothermique) et provoque donc l'échauffement (refroidissement) de l'éprouvette. Ce
phénomène est d'autant plus important que la vitesse de chargement est importante car l'éprouvette
n'a pas le temps d'évacuer cette chaleur. Ce phénomène est similaire lors d'un trajet proportionnel
quelconque. Le problème est différent lors d'un trajet non-proportionnel, car dans ce cas il existe 2
phénomènes simultanés :
· la création (disparition) de martensite qui apporte (absorbe) de la chaleur à l'éprouvette.
· la réorientation de variantes de martensite qui n'apporte et n'absorbe quasiment aucune
chaleur [TUF95].
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Ce résultat est mis en évidence lors de l'essai circulaire de Lim & McDowell (Figure 22b). En
effet, lors de l'essai circulaire à 0.05 %/s, on observe un échauffement quasiment nul lors de la partie
du cycle torsion négative-traction-torsion positive. Le principal phénomène mis en jeu est donc de la
réorientation de variantes de martensite. Puis lors de l'autre partie du cycle torsion positive-
compression-torsion négative, la variation de température, de l'ordre de 5°C, est due à la création-
disparition de martensite qui vient s'ajouter à la réorientation.
 Effet de la rotation du repère des contraintes principales :
Quant à l'effet de la rotation du repère des contraintes principales lors d'un essai non-
proportionnel de traction-torsion, l'anisotropie du matériau ne permet pas d'en juger.
En conclusion, la base expérimentale sur la pseudoélasticité des AMF est encore insuffisante
afin de pouvoir conclure de façon claire sur les différents effets énoncés précédemment. C'est avec
cet objectif que nous avons réalisé une base expérimentale d'essai pseudoélastique d'un AMF de Cu-
Al-Be (chapitres II et III).
I-3 MODELISATION DU COMPORTEMENT PSEUDOELASTIQUE DES AMF
SOUS CHARGEMENT MULTIAXIAL
L'objet de ce paragraphe est la modélisation du comportement pseudoélastique des AMF
sous chargement multiaxial. Il existe deux approches complémentaires pour aborder ce problème.
La première est purement phénoménologique et donne naissance à des modèles simples
faciles à implanter dans un code de calcul par éléments finis et donc relativement facilement utilisables
dans une démarche de conception d'une pièce en AMF. Le cas des chargements uniaxiaux a été
traité mainte fois [HUO93], [FRE87], [ABE93], [AUR97a], [BRI93], [IVS94] et bon nombre de
modèles rendent compte de façon satisfaisante des observations expérimentales. Quant aux modèles
phénoménologiques  multiaxiaux [BOY96], [RAN92], [SOU98], [GRA94], [LUB96], [TRO98], ils
sont en général basés sur des observations uniaxiales puis généralisés au mieux à l'aide d'essais
multiaxiaux proportionnels, et souvent simplement à l'aide de la dissymétrie traction-compression.
Très peu rendent donc compte des observations expérimentales sous chargement multiaxial
proportionnel et aucun ne modélise, à notre connaissance, de façon satisfaisante les chargements
multiaxiaux non-proportionnels. Ceci constituera l'objectif du chapitre IV.
La seconde approche, plus physique, est qualifiée d'approche micro/macro. Les modèles,
construits dans ce cadre, sont généralement plus lourds à mettre en œuvre mais leurs capacités de
prédiction sont supérieures à celles des modèles macroscopiques. Leur introduction dans un code de
calcul par éléments finis est encore complexe et lourde à gérer dans l'état actuel de l'informatique.
Ces 2 approches sont donc complémentaires et il existe un avantage certain à les développer
de pair.
I-3.1 Modèles micro/macro
La première étape de la construction d'un modèle micro/macro est l'étape de représentation,
elle consiste à choisir la "bonne" échelle et les mécanismes élémentaires à introduire pour schématiser
Chapitre I: Comportement et Modélisation des AMF sous Sollicitations Multiaxiales                 
- 43 -
la microstructure de l'élément de volume représentatif. Dans le cas des AMF, Patoor [PAT95a]
propose 3 niveaux de mécanismes élémentaires. Le 1er est l'approche biphasée, c'est de loin la plus
utilisée, mais elle se heurte à de sérieuses difficultés et le recours à des lois d'évolution définies à priori
pour les variables internes limite sérieusement ses capacités prédictives. Le 2ème est la description au
niveau des interfaces entre austénite et martensite ainsi qu'entre variantes de martensite. Cette
description est la plus proche des mécanismes physiques, mais son utilisation est lourde et les lois
définissant la vitesse des interfaces semble hors d'atteinte pour l'instant. Le 3ème est la description au
niveau du grain, c'est-à-dire des fractions volumiques d'austénite et des variantes de martensite. C'est
celui qui semble le mieux appropriée au problème. Il utilise les données cristallographiques de la
transformation martensitique (les paramètres de maille des 2 phases, les caractéristiques des
différentes variantes de martensite, les éventuelles twins...) afin de déterminer le comportement au
niveau du grain. L'énergie d'interaction entre ces différentes variantes de martensite doit ensuite être
écrite, ce qui constitue le point clé de cette approche [PAT96]. Le volume élémentaire représentatif
(VER) est alors choisi comme un ensemble de grains d'orientations différentes.
L'étape suivante de la construction d'un modèle micro/macro consiste à passer des grandeurs
macroscopiques au niveau du VER à celles microscopiques au niveau du grain. On a besoin pour
cela d'une loi de localisation qui permet de déterminer la contrainte ou la déformation microscopique
à partir de la grandeur macroscopique imposée, puis d'une homogénéisation qui permet de
déterminer les grandeurs macroscopiques à partir des grandeurs microscopiques.
Les principaux modèles micro/macro existants sont les modèles de Patoor et al. [PAT96], de
Goo et al. [GOO97] et de Sun & Hwang [SUN94]. Lim & McDowell [LIM99] utilisent le modèle
de Patoor et al. [PAT96] afin de simuler un essai pseudoélastique sous chargement multiaxial. Ils
simulent des essais de traction-torsion et en particulier un essai circulaire piloté en contrainte. Mais ils
n'ont pas réalisé l'essai expérimental correspondant et la confrontation est rendue impossible. Arbab
Chirani et Patoor [ARB00] utilisent également ce modèle afin de déterminer la surface de début de
transformation d'un alliage de Cu-Zn-Al (Figure 29). On peut également citer Lexcellent et al.
[LEX01] qui utilisent une nouvelle théorie cristallographique développée par Ball & James [BAL87]
et une méthode d'homogénéisation proposée par Huang [HUA99] qui permet à partir des seuls
paramètres de maille de l'austénite et de la martensite de déterminer la surface de début de
transformation de l'alliage Cu-Al-Be utilisé lors des procédures expérimentales des chapitres II et III
de ce travail (Figure 30). Ces formes sont en bon accord qualitatif avec notre surface de charge
déterminée expérimentalement sur notre alliage de Cu-Al-Be (Figure 88).
Cette classe de modèle est très prometteuse pour la simulation et la prédiction d'essais
pseudoélastiques sous chargement complexe mais beaucoup de travail reste encore à accomplir, en
particulier sur l'estimation de l'énergie d'interaction entre les variantes de martensite.
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Figure 29 : Surface de début de transformation d'un alliage de Cu-Zn-Al déterminée à l'aide d'un
modèle micro/macro par [ARB00]
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Figure 30 : Surface de début de transformation d'un alliage de Cu-Al-Be déterminée à l'aide d'un
modèle micro/macro par [LEX01]
I-3.2 Modèles macroscopiques phénoménologiques
La première étape de la construction des modèles macroscopiques phénoménologiques est le
choix des variables internes. Le plus souvent, la température et la déformation sont choisies comme
variables observables et la fraction volumique de martensite, la déformation de transformation, ...etc.
sont choisies comme variables internes. On peut également citer le cas de Brinson [BRI93] qui
sépare la fraction volumique de martensite en une partie autoaccommodante et une partie orientée.
Ces modèles utilisent le cadre de la thermodynamique des processus irréversibles afin d'écrire
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l'évolution des différentes variables du modèle à partir des variables imposées, en pratique la
température et, la contrainte ou la déformation.
Ce genre de modèle est très courant dans la littérature, nous n'en effectuerons pas une revue
exhaustive mais renvoyons le lecteur intéressé à l'ouvrage de Auricchio & Faravelli [AUR01] qui en
propose une revue complète. Nous nous sommes contentés d'en présenter trois : (i) Le modèle de
Souza et al. [SOU98] est un des seuls à simuler un essai pseudoélastique non-proportionnel, (ii) le
modèle de Boyd et Lagoudas [BOY96] propose une décomposition intéressante de la déformation
de transformation et (iii) le modèle de Raniecki et al. [RAN92] dont nous avons effectué l'intégration
numérique afin de tester sa réponse lors d'un chargement multiaxial non-proportionnel.
Le tenseur des contraintes est noté s, le tenseur des déformations, e, le tenseur identité
d'ordre 2, I, la trace du tenseur A, tr(A) et le déviateur du tenseur A, dev(A).
I-3.2.1 Le modèle de Souza et al. [SOU98]
Souza et al. [SOU98] choisissent la température T et la déformation e comme variables
observables et ils supposent que la transformation de phase peut être décrite par l'intermédiaire d'un
tenseur du second ordre symétrique et déviatorique e tr représentant la déformation de transformation.
L'énergie libre est supposée égale à :
( ) ( ) )(I.
2
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où l et m sont les coefficients de Lamé,  est une norme euclidienne, tM est une fonction
positive et croissante de la température, h est un paramètre matériau caractérisant "l'écrouissage" lors
de la transformation de phase et )(I treg  une fonction indicatrice associée à la déformation de
transformation :
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et g est un paramètre représentant la déformation de transformation maximale lors d'un essai
uniaxial.
Les forces thermodynamiques associées à la déformation e, à la température T et à la
déformation de transformation e tr sont respectivement la contrainte s, l'entropie h et une force
généralisée S :
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avec :
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On peut remarquer que le terme [ ] trtrtrM ..h)T( eed+e+t  est similaire à un écrouissage
cinématique en plasticité (Figure 31).
sI
sIII
sII
dev(s) n
eT
0:n T >e
0:n T <e [ ]
tr
tr
tr
M ..h)T(
e
ed+e+t
Figure 31 : Domaine d'élasticité du modèle de [SOU98]
Ensuite, l'introduction d'un pseudo-potentiel des dissipations de la forme :
( ) trtr .R e=ef && (22)
avec R le rayon du domaine d'élasticité, associé à une loi complémentaire de la forme :
( )tref¶ÎS & (23)
permet de déterminer l'évolution de la variable interne e tr :
( )
( ) 0f.
0Rf
0
X
X
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³z
z=e
&
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&&
(24)
Le matériau ainsi décrit est donc forcément dans un des 3 états : (a) état élastique purement
austénitique (b) état intermédiaire de transition de phase et (c) état de transition de phase purement
martensitique (réorientation pure) :
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Pour chaque cas, l'évolution de e tr vaut alors :
(a) 0tr =e& (28)
(b)
S
S
z=e .tr && avec 0>z& (29)
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Des simulations numériques d'essais de traction-torsion de Sittner et al. [SIT95] sont ensuite
proposées aussi bien en chargement proportionnel (Figure 32) que non-proportionnel (Figure 33).
Elles sont en assez bon accord avec les résultats expérimentaux.
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Figure 32 : Essai de traction d'un alliage de Cu-Al-Zn-Mn : expérience [SIT95] et simulation
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Figure 33 : Essai sous chargement non-proportionnel d'un alliage de Cu-Al-Zn-Mn [SIT95] : (a)
chargement, (b) réponse en déformation, (c) et (d) courbe contrainte/déformation
En conclusion, ce modèle présente à notre avis 2 idées très intéressantes.
· La première est d'utiliser un tenseur (e tr) pour caractériser la transformation de phase
sans introduire la fraction volumique de martensite en tant que variable interne. Ceci permet de
caractériser à l'aide d'une seule variable tensorielle la quantité de martensite mais également son
orientation. En pratique l'orientation de la martensite peut être vue comme "une moyenne" de
l'orientation de toutes les variantes de martensite présentes dans tous les grains.
· La deuxième est d'utiliser un terme cinématique similaire à un écrouissage cinématique
sans introduire de nouvelle variable interne. La valeur de ce terme cinématique est en effet
entièrement déterminée à l'aide des variables internes existantes. Ce terme permet de déplacer la
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surface de charge de transformation et donc de faire varier la direction de l'écoulement, ce qui est
indispensable afin de modéliser un trajet de chargement non-proportionnel.
On peut également noter que les transformations directes et inverses sont pilotées à l'aide
d'une seule surface de charge qui est en quelque sorte séparée en 2 : une partie où la projection de la
normale sur le terme cinématique est positive (Figure 31), c'est la transformation directe et une autre
partie où cette projection est négative, c'est la transformation inverse.
Par contre la forme de la surface de charge de type Mises proposée dans cette approche ne
permet pas de rendre compte de la dissymétrie traction-compression. Cette surface doit donc être
modifiée afin de prendre en compte ces phénomènes. De plus, la modification de cette surface va
compliquer de façon significative le terme cinématique proposé.
La forme de la surface de charge implique également une forme des boucles internes lors d'un
chargement uniaxial complexe (Figure 34) qui n'est pas conforme aux résultats expérimentaux.
Figure 34 : Forme des boucles internes obtenues avec le modèle de [SOU98]
Par exemple, pour l'alliage de Cu-Al-Be étudié dans ce travail (Figure 49), le domaine
d'élasticité lors d'un trajet uniaxial est quasiment réduit à un point. On pourrait alors imaginer faire
tendre le paramètre R vers 0, mais ceci pose un problème au niveau de la dissipation intrinsèque. En
effet, on peut montrer que la dissipation intrinsèque vaut :
z= &.RD i (31)
On peut remarquer au passage que comme 0³z&  la dissipation intrinsèque est donc bien
positive. Mais si R tend vers 0, alors Di tend vers 0, ce qui voudrait dire que la dissipation intrinsèque
d'un matériau tel que le Cu-Al-Be est quasiment nulle, ce qui n'est pas raisonnable.
Donc même si la réponse du modèle en contrainte-déformation est satisfaisante, il y un
problème au niveau de la définition thermodynamique du modèle et en particulier au niveau de la
dissipation engendrée par ce modèle.
I-3.2.2 Le modèle de Boyd et Lagoudas [BOY96]
Boyd et Lagoudas [BOY96] choisissent la température, T, et la contrainte, s, comme
variables observables et supposent que la transformation peut être décrite à l'aide d'une variable
interne scalaire, z, représentant la fraction volumique de martensite et un tenseur symétrique
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déviatorique du second ordre, dev(e tr), représentant la déformation inélastique. Ils écrivent ensuite
l'énergie de Gibbs spécifique sous la forme :
( ) melMA GG.zG.z1G ++-= (32)
où GA et GS représentent les énergies des phases seules, et Gmel la contribution des
incompatibilités entre les 2 phases.
L'énergie de la phase a seule s'écrit { }( )M,AÎa  :
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où a0e  et 
ah0  sont respectivement l'enthalpie et l'entropie de la phase a dans l'état de
référence, C la chaleur spécifique à volume constant, T0 la température de référence, 
aD  la
compliance élastique de la phase a, et da le tenseur d'expansion thermoélastique de la phase a. Et
Gmel est pris sous la forme :
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avec b1 et b2 deux paramètres matériau. La déformation est décomposée en une somme de la
déformation thermoélastique (fonction des variables observables) et de la déformation inélastique
(fonction des variables internes) :
trel e+e=e (35)
La déformation inélastique est décomposée en la somme d'une partie due à la transformation,
e tr,T, et d'une partie due à la réorientation, e tr,R, qui est supposée déviatorique :
R,trT,trtr e+e=e (36)
On peut remarquer au passage que le dernier terme de l'équation (34) implique un couplage
entre e tr,T et e tr,R.
Les forces thermodynamiques associées à s, T, z, et dev(e tr) sont respectivement la
déformation thermoplastique eel, l'entropie h, et 2 forces généralisées zS  et 
treS .
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Il ne reste plus qu'à introduire des équations d'évolution des variables internes. Les auteurs
prennent pour la déformation de transformation :
L=e .zT,tr && (38)
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où L est appelé tenseur de transformation. Ce tenseur est définit en notant que lors de la
transformation directe, la création de martensite ne dépend que de la contrainte appliquée et lors de
la transformation inverse, la disparition de martensite dépend surtout de la martensite présente :
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où H1 et H2 sont 2 constantes matériau, et S :
)(dev.b.)(dev.)(dev tr2
tr
er-s=Sr-s=S e (40)
Les auteurs montrent ensuite que les forces thermodynamiques consistantes avec z et e tr,R
sont respectivement :
)(dev.b.)(dev
:
tr
2
z
er-s=S
S-Ls=p (41)
Finalement, les auteurs introduisent 2 fonctions de charges, FM(p) et FR(S) associées
respectivement aux évolutions des variables internes z et e tr,R :
S¶
¶
l=e
p¶
¶
l=
R
RR,tr
M
M
F
.
F
.z
&
&
(42)
où lM et lR sont 2 multiplicateurs de Lagrange qui doivent vérifier les conditions de Kuhn-
Tucker :
0F.,0F,0
0F.,0F,0
RRRR
MMMM
=l£³l
=l£³l (43)
Les fonctions de charges sont supposées quadratiques et les conditions de consistances
permettent de déterminer lM et lR.
Le modèle est utilisé pour simuler un cas de transformation pure et un cas de réorientation
pure. Malheureusement, sa capacité de simulation d'essais non-proportionnels faisant intervenir de la
transformation et de la réorientation simultanée n'est pas testée. Il est donc impossible de juger de sa
réponse.
Néanmoins ce modèle présente quelques idées intéressantes :
· La décomposition de la déformation irréversible entre un terme de transformation et
un terme de réorientation déviatorique (36) permet de séparer les effets dus à la création de
martensite et à la réorientation des variantes de martensite. Elle devrait permettre de modéliser des
essais complexes non-proportionnels en simulant en même temps la transformation de phase et la
réorientation des variantes de martensite.
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· La direction de la vitesse de déformation de transformation est supposée différente
lors d'une transformation directe et d'une transformation inverse (39). Elle est supposée normale à la
surface de charge de transformation lors d'une transformation directe et dirigée selon la déformation
irréversible lors d'une transformation inverse. Les auteurs donnent l'argument que lors d'une
transformation directe, la création de martensite dépend fortement de la contrainte appliquée et que
lors d'une transformation inverse, la disparition de martensite dépend surtout de la martensite en
présence.
Néanmoins, ce modèle reste très complexe : le modèle complet compte pas moins de 18
paramètres matériau. Et en particulier, les auteurs choisissent de décrire l'état thermoélastique du
matériau à l'aide des constantes thermoélastiques des 2 phases. Or, même si cela est physique, cela
paraît inutile, car la déformation thermoélastique est la plus part du temps très inférieure à la
déformation due à la transformation de phase.
De plus, le modèle exposé ne prend pas en compte la dissymétrie traction-compression qui
va encore compliquer l'écriture.
Dans un article ultérieur, Qidwai et Lagoudas [QID00] présentent une version simplifiée de ce
modèle, sans la déformation de réorientation où ils discutent la forme de la fonction de charge
associée à la fraction volumique de martensitique. Ils étudient une forme fonction seulement de la
contrainte de von Mises, une forme fonction de la pression hydrostatique et de la contrainte de von
Mises de type Drucker-Prager et une forme de type Drucker-Prager généralisé qui prend en compte
l'influence des trois invariants du tenseur des contraintes afin de modéliser la dissymétrie traction-
compression.
I-3.2.3 Le modèle RL (reference with loop)
Les équations présentées dans ce paragraphe correspondent à celles du modèle RL. Par
contre, le cadre thermodynamique utilisé n'est pas celui de modèle RL, il s'agit d'un cadre plus
général, compris dans le cadre de la thermodynamique des processus irréversibles, qui inclut en
particulier le modèle RL. Ce cadre est exposé de façon plus précise dans [BOU00].
Raniecki et al. [RAN92], [RAN98], [RAN01] choisissent la température T et la déformation
élastique ee  comme variables observables, et la fraction volumique de martensite z comme variable
interne. Les caractéristiques élastiques des deux phases sont supposées identiques, la déformation
élastique est donc la même dans les deux phases, ce qui justifie son choix de variable observable. Ils
écrivent ensuite l'énergie libre sous la forme d'une loi des mélanges plus un terme d'interaction
[MUL91] :
( ) ( ) ( ) ( ) fD+ef+ef-=ef T,.zT,.z1T,z, e2e1e (44)
où af  (a = 1 pour l'austénite et 2 pour la martensite) est définie par :
( ) ÷÷
ø
ö
ç
ç
è
æ
÷÷
ø
ö
çç
è
æ
--+ee
r
+-=ef aaa
0
0V
ee
00
e
T
T
ln.TTT.C:L:
2
1
s.TuT, (45)
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où a0u  et 
a
0s  sont respectivement l'énergie et l'entropie de la phase a à la température de
référence T0, L  le tenseur de Hooke du quatrième ordre, et r et Cv la masse volumique et la chaleur
spécifique à volume constant qui sont supposées égales pour les deux phases. Le terme d'énergie
d'interaction fD  est pris sous la forme d'une fonction non convexe, nulle si le matériau est
entièrement austénitique ou martensitique :
( ) ( )T.z1.z itf-=fD (46)
avec:
( ) 00it s.TuT -=f (47)
u0 et s0 sont deux paramètres matériaux. Ce terme est non convexe, ce qui conduit à la notion
d'équilibre instable.
L'énergie libre peut alors s'écrire :
( ) ( ) ( )T.z1.z.z
T
Tln.TTT.C:L:
.2
1s.TuT,z, it
f
0
0
0V
ee1
0
1
0
e f-+p-÷
÷
ø
ö
ç
ç
è
æ
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ø
ö
çç
è
æ
--+ee
r
+-=ef (48)
avec :
( ) ( ) ( ) sTussTuuTf D-D=---= .. 201020100p (49)
Dans le cadre de la thermodynamique des processus irréversibles, les lois d'états et la
dissipation sont obtenues à partir de l'inégalité de Claudius-Duhem, ce qui donne pour le cas d'une
transformation isotherme :
0.. ³fr-es && (50)
avec s  le tenseur des contraintes et e&  la vitesse de déformation totale. Et en utilisant la
décomposition de la déformation totale en une déformation élastique et une déformation de
transformation:
tre e+e=e (51)
cela devient alors :
0z.
z
.::.- tree ³¶
f¶
r-es+e÷÷
ø
ö
çç
è
æ
e¶
f¶
rs &&& (52)
ce qui permet de définir la loi d'état :
e
e :L. e=e¶
f¶
r=s (53)
et la dissipation intrinsèque :
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0z.
z
.:D tr ³
¶
f¶
r-es= && (54)
Il reste à définir l'expression de tre&  en fonction de z& , par exemple :
( )
s
s
g=e
d
dg
.z.
*
tr && (55)
où g est un paramètre matériau et ( )s*g  une fonction d'ordre 1, ce qui permet d'écrire la
dissipation intrinsèque sous la forme [RAN92] :
0z..D f ³pr= & (56)
avec:
( ) ( ) ( ) ( )T.z.21Tg. itf0*f f--p+sr
g
=p (57)
et fp  est donc une force thermodynamique associée à z qui doit être positive lors d'une
transformation directe ( )0z >&  et négative lors d'une transformation inverse ( )0z <& .
Lors d'une charge à partir d'un matériau purement austénitique, c'est à dire z = 0, la
transformation directe débute en AMs=s  lorsque :
( ) 0T,0z,AMf ==s=sp (58)
D'où :
( ) ( )( ))T(T.g f0itAM* p-fg
r
=s (59)
A une température donnée, ( ) cteg AM* =s  représente donc l'équation du domaine
d'élasticité, soit par exemple [RAN98] :
( ) ( )ss=s=s yf.g eq* (60)
avec ( ) ( )( )ss=s dev:dev
2
3
 la contrainte équivalente de von Mises,
( )( )
3
2
devdet27
y
s
s
=s  le troisième invariant du tenseur des contraintes et f une fonction définie par
[RAN98] :
( ) ss += y.a1yf (61)
où a est un paramètre matériau compris entre -0.125 et 0.125 pour respecter la convexité du
domaine d'élasticité. Cela définit un nouvel équivalent du tenseur des contraintes qui prend en compte
la dissymétrie traction-compression (Figure 35). La transformation directe débute alors en AMs=s
défini par :
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( )( ))T(T. f0itAMeq p-fg
r
=s (62)
s11
s
22
a = 0.25
a = 0
a = 0.125
a = 0.06
Figure 35 : Surface de début de transformation définie par la forme de g* donnée équation (60) et
(61)
Et lors d'une décharge à partir d'un matériau purement martensitique, c'est-à-dire z = 1, la
transformation inverse débute en MAs=s  lorsque :
( ) 0T,1z,MAf ==s=sp (63)
D'où :
( )( ))T(T. f0itMAeq p-f-g
r
=s (64)
Et lors d'une charge (décharge) à partir de z quelconque, la transformation directe (inverse)
débute en s  tel que :
( ) 0T,z,f =sp (65)
D'où :
( ) ( )( ))T(T.z.21. f0iteq p-f-g
r
=s (66)
Ce qui représente l'équation d'une droite de pente négative dans ( )eq;z s  (Figure 36) et la
transformation directe (inverse) ne peut avoir lieu que lorsque 0f >p  ( )0f <p donc au-dessus
(dessous) de cette droite 0f =p .
Chapitre I: Comportement et Modélisation des AMF sous Sollicitations Multiaxiales                 
- 56 -
0 1
z
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sAM
sMA
pf > 0
pf < 0
pf = 0
transformation directe
transformation inverse
Figure 36 : Droite de début de transformation directe et inverse dans (z, seq)
Il reste ensuite à déterminer l'évolution de z, et pour cela, on suppose l'existence de deux
pseudo-potentiels de dissipation [BOU00], l'un pour la transformation directe et l'autre pour la
transformation inverse. Dans le cadre d'un processus dissipatif normal, ce sont deux fonctions
convexes en z& . Dans le cas particulier d'un comportement indépendant des vitesses, elles sont
d'ordre 1 en z&  et égales à ( )z.zk1 &  lors d'une transformation directe, avec ( )zk1  positif et à ( )z.zk 2 &
lors d'une transformation inverse, avec ( )zk 2  négatif. La transformée de Legendre-Fenchel de ces
deux fonctions sont respectivement les fonctions indicatrices des segments ( )zk1f £p  et
( )zk2f ³p . On peut alors introduire les fonctions y1 et y2 :
( )
( )ïî
ï
í
ì
£-p=y
³-p=y
0zk
0zk
2
f
2
1
f
1 (67)
qui permettent de déterminer la loi d'évolution de z :
l=
p¶
y¶
l= &&& f
1.z (68)
pour une transformation directe et :
l=
p¶
y¶
l= &&& f
2.z (69)
pour une transformation inverse.
Dans le cadre d'un comportement associé, les fonctions y i sont les fonctions de charge des
transformations directe et inverse, et l'évolution du multiplicateur plastique l&  est obtenue à partir de
la condition de consistance :
0i =y& (70)
Les fonctions ki(z) sont choisies [KOI59] :
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( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )
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ì
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avec les conditions :
( )
( )î
í
ì
=
=
01k
00k
2
1 (72)
où a1 et a2 sont 2 paramètres matériau.
Lors d'une charge à partir d'un matériau purement austénitique, la transformation directe doit
vérifier (Figure 37) :
( ) ( ) 0zkT,z, 1f1 =-sp=y (73)
D'où :
( ) ( )( ) ( )zk)T(T.z.21. 1f0iteq +p-f-g
r
=s (74)
Et lors d'une charge à partir de z = z1 quelconque, la transformation directe doit vérifier
(Figure 37) :
( ) 0zkcte 111 £-==y (75)
D'où :
( ) ( )( ) ( ) ( )111f0iteq zkzk)T(T.z.21. -+p-f-g
r
=s (76)
0 1
z
seq
sAM
sMA
y1 = 0
y2 = 0
z1z2
y1 = -k1(z1)
y2 = k2(z2)
Figure 37 : Cinétique de transformation de phase directe et inverse
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De même, lors d'une décharge à partir d'un matériau purement martensitique, la
transformation inverse doit vérifier (Figure 37) :
( ) ( ) 0zkz, 2f2 =-sp=y (77)
D'où :
( ) ( )( ) ( )zk)T(T.z.21. 2f0iteq +p-f-g
r
=s (78)
Et lors d'une décharge à partir de z = z2 quelconque, la transformation inverse doit vérifier
(Figure 37) :
( ) 0zkcte 222 ³-==y (79)
D'où :
( ) ( )( ) ( ) ( )222f0iteq zkzk)T(T.z.21. -+p-f-g
r
=s (80)
Résumé du modèle RL :
Lors d'une transformation directe ( )0z >& , on a :
( ) ( )( )
( ) ( )( )ï
ï
î
ï
ï
í
ì
+fr
sg
=
p-f-
g
r
>s
Þ
î
í
ì
=y
>p
z'kT.2.
.
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)T(T.z.21.
0
0
1it
eq
f
0iteq
1
f
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&
(81)
Or 0SMT > , donc la transformation directe a lieu si et seulement si :
( ) ( )( )
ï
î
ï
í
ì
>s
p-f-
g
r
>s
0
)T(T.z.21.
eq
f
0iteq
&
(82)
On a alors :
( )
( ) ( )( ) 0z'kT.2.
:K.
z
1it
>
+fr
ssg
=
&& (83)
avec:
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où 
( )
s
s
=
dev
N  et I  est le tenseur identité d'ordre 2.
Les déformations sont ensuite déterminées par :
( )sg+s=e+e=e - K.z.:L 1tre &&&&& (85)
De la même façon, la transformation inverse a lieu si et seulement si :
( ) ( )( )
ï
î
ï
í
ì
<s
p-f-
g
r
<s
0
)T(T.z.21.
eq
f
0iteq
&
(86)
Et l'évolution de z est donnée par :
02 =y& (87)
D'où :
( )
( ) ( )( ) 0z'kT.2.
:K.
z
2it
<
+fr
ssg
=
&& (88)
Et:
( )sg+s=e+e=e - K.z.:L 1tre &&&&& (89)
 Implémentation du modèle RL
Nous avons ensuite effectué l'intégration numérique du modèle RL afin de le tester dans le cas
d'un chargement non-proportionnel carré d'un alliage de Cu-Al-Be (Figure 62). La première étape
est l'identification des paramètres matériaux du modèle : rgDDn ,,s,u,s,u,,E 00
Le comportement élastique est supposé isotrope et le module d'Young ainsi que le coefficient
de Poisson, sont déterminés comme au paragraphe IV-2.5 : E = 75 GPa ; n = 0.3
La masse volumique est déterminée par une loi des mélanges : r = 8129 kg/m3
Le paramètre s0 est supposé nul afin que la taille de l'hystérésis ne dépende pas de la
température : s0 = 0 J.kg-1.K-1
Le paramètre g est identique à celui défini au paragraphe IV-1.4 : g = 5.85 %
Les valeurs de u0, Du, Ds sont déterminées à partir de la contrainte de début de
transformation en traction ( )AMs  à 50°C, de sa variation en fonction de la température ÷
ø
ö
ç
è
æ s
dT
d AM  et
de la pente de la droite d'équation 0f =p  qui est prise faible, afin de limiter la taille des décharges
élastiques :
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D'où :
ï
ï
ï
î
ï
ï
ï
í
ì
»
»-+D+s
r
g
-=D
»+
s
r
g
=D
-
-
--
1
0
1
00AM
11
0
AM
kg.J0u
kg.kJ75.5s.Tus.T.u
K.kg.J6.21s
dT
d
.s
(91)
Les paramètres a1 et a2 sont directement évalués à partir de la simulation de l'essai de traction
du paragraphe II-2 à 50°C (Figure 38) : a1 = 0.036 J.kg-1 et a2 = 0.02 J.kg-1.
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Figure 38 : Simulation des essais de traction du paragraphe II-2
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Figure 39 : Modélisation du domaine d'élasticité des paragraphes II-3.2.3 et III-2.2.1
Le paramètre a est identifié grâce à la forme de la surface de charge des paragraphes II-3.2.3
et III-2.2.1 (Figure 39) : a = 0.2
Les paramètres du matériau sont regroupés Table 2.
E
(GPa)
n u0
(kJ/kg)
s0
(J/kg/K)
Du
(kJ/kg)
Ds
(J/kg/K)
a1
(J/kg)
a2
(J/kg)
r
(kg/m3)
g
(%)
a
75 0.3 0 0 5.75 21.6 0.036 0.02 8129 5.85 0.2
Table 2 : Coefficients matériau du modèle RL de l'alliage Cu-Al-Be
Le trajet simulé est un trajet carré de traction-pression interne à T=32°C. La comparaison
entre l'expérience et la modélisation est donnée Figure 40. Même au niveau qualitatif, la modélisation
n'est en bon accord avec l'expérience. Il y a deux raisons à cela :
· La première est la forme des boucles internes du modèle RL. En effet, toute
transformation directe ou inverse ne peut débuter que lorsqu'elle coupe la droite 0f =p ,
c'est-à-dire que les ensembles des points pour lesquels on a transformation directe lors
d'une charge et inverse lors d'une décharge sont disjoints, leur intersection est la droite
0f =p . Une décharge ou une recharge élastique est donc obligatoire pour passer d'une
transformation directe à une transformation inverse. Ce fait n'est pas vérifié
expérimentalement pour l'alliage Cu-Al-Be étudié. Cette caractéristique du modèle RL est
le fondement du modèle, elle est donc incontournable [MUL91].
· La deuxième est la direction de l'écoulement au cours d'un trajet complexe. En effet, cette
direction reste toujours normale à la surface de début de transformation (55), ce qui n'est
pas vérifié expérimentalement. Mais on pourrait envisager une modification en remplaçant
l'équation (55) par :
K.z.tr g=e (92)
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où K est un tenseur qui reste à définir. En dérivant cette équation, on obtient alors :
K.z.K.z.tr &&& g+g=e (93)
Et le 1er terme est un terme de transformation martensitique équivalent à l'équation (55) alors
que le 2ème terme est un terme de réorientation de martensite qui interviendra lors d'un chargement
non-proportionnel.
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Figure 40 : Simulation d'un essai de traction-pression interne sous chargement non-proportionnel
carré du paragraphe II-3.3. (a) réponse en déformation, (b) et (c) courbes contrainte/déformation
I-4 CONCLUSION
En conclusion, le comportement pseudoélastique des AMF sous chargement multiaxial
complexe reste encore très peu étudié, tant au niveau de l'expérimental que de la modélisation. De
nombreux efforts sont encore nécessaires afin d'améliorer la compréhension des phénomènes
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physiques mis en jeu lors d'un trajet multiaxial complexe, en particulier les phénomènes de
transformation/réorientation des variantes de martensite. Les modèles de comportement doivent
également être améliorés afin de simuler des chargements complexes et de pouvoir être utilisés dans
un code de calcul par éléments finis. Nous nous proposons dans la suite de construire une base
expérimentale importante sur la pseudoélasticité des AMF sous chargement complexe et de
construire un modèle de comportement valable sur cette base expérimentale et de l'implanter dans un
code de calcul par éléments finis afin de le rendre disponible pour la conception d'une structure
faisant intervenir des AMF.
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Chapitre II 
Etude Expérimentale d'un Alliage de Cu-Al-Be sous
Sollicitation de Traction-Torsion et de Traction-
Pression Interne
Dans ce chapitre, des résultats d'essais de traction-torsion-pression interne sont présentés. Le
but de ce travail est de construire une base d'essais pour le développement d'un modèle
macroscopique phénoménologique du comportement pseudoélastique des AMF présenté par la
suite.
La première partie est constituée d'une étude sous chargement uniaxial. Le comportement
sous chargement biaxial est ensuite étudié à l'aide d'essais de traction-pression interne. Enfin une
étude de traction-torsion permet d'étudier l'influence de la rotation du repère principal des contraintes
sur le comportement pseudoélastique.
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II-1 LE MATERIAU ETUDIE : UN AMF DE CU-AL-BE
Le matériau utilisé est un alliage de Cu 87.5-Al 11.33-Be 0.49 (% en masse) [BEL91],
[HAU95], [ENT96], [ZUN95], [MOR95] avec des traces de Fe (110 ppm) et de Si (18 ppm) de
nom commercial AH88. Il a été fourni par la société TréfimétauxÒ (France) sous la forme de barres
de diamètre 25 mm obtenues par tréfilage. Le matériau est ensuite usiné avant de subir le traitement
thermique : chauffage à 650°C pendant 20 minutes puis trempe à l'eau bouillante à 100°C pendant 1
heure. Les températures caractéristiques de transformation ont été déterminées à l'aide d'un essai de
résistance électrique (Figure 41b). L'éprouvette utilisée pour cet essai de résistance électrique est un
anneau brisé (Figure 41a) de diamètre intérieur 14 mm, de diamètre extérieur 17 mm et d'épaisseur
2 mm. Deux fils sont soudés à chaque bout afin de faire passer un courant et de mesurer la tension.
-30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
AS0 AF
0
MF0
MS0
Cu-Al-Be (n°1)
T
en
si
on
Temperature (°C)
IU
Anneau en AMF Générateur de courant
-a- -b-
Figure 41 : Essai de résistivité électrique. (a) principe, (b) résultat expérimental
L'essai de résistance électrique commence par un chauffage à 50°C. afin de s'assurer que le
matériau est entièrement austénitique, il est ensuite refroidi à -30°C puis de nouveau chauffé à 50°C à
une vitesse d'environ 2°C/mn. Les températures caractéristiques ont été estimées à 0SM  » 21°C,
0
FM  » -7°C, 
0
SA  » 19°C et 
0
FA  » 32°C. Ce matériau avec son traitement thermique sera noté Cu-
Al-Be n°1 en opposition au matériau des cubes de bicompression qui sera noté Cu-Al-Be n°2.
Après une attaque chimique à l'aide d'une solution composée de 100 ml d'acide acétique à
75%, de 20 ml d'acide nitrique et de 30 ml d'acétone, nous avons observé, en microscopie optique,
des grains d'une taille variant entre 100 et 500 mm suivant leur position sur la barre de matériau brut
(Figure 42). Leur taille moyenne a été estimée à 200 mm.
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Figure 42 : Microscopie optique de l'alliage de Cu-Al-Be étudié. (a) et (b) coupes transversales, (c)
et (d) coupes longitudinales
II-2 ETUDE EXPERIMENTALE SOUS SOLLICITATION DE TRACTION
II-2.1 Equipement expérimental
Les essais de traction ont été réalisés sur une machine de traction à vis InströnÒ modèle 6025.
L'éprouvette utilisée est une plaque de largeur l = 10.9 mm, d'épaisseur e = 3 mm et de longueur
L = 85 mm. La déformation longitudinale est mesurée à l'aide d'un extensomètre InströnÒ 2620-603
de base de mesure 10 mm et l'acquisition est réalisée à l'aide d'un PC équipé du logiciel AlltestÒ. Une
enceinte thermique a été utilisée afin d'effectuer des essais à différentes températures. La contrainte
longitudinale est déterminée par :
e.l
F
=s (94)
Les essais ont été pilotés en déformation à une vitesse de 0.02 %/s. Cette vitesse a été
choisie en référence à une série d'essais de traction à différentes vitesses que nous avions réalisée sur
un alliage similaire [BOU97] afin de tester l'influence de la vitesse de chargement sur le
comportement pseudoélastique d'un AMF (Figure 43). Le trajet de chargement est reporté Table 3
et le pilotage en déformation Figure 44.
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Figure 43 : Influence de la vitesse de chargement lors d'un essai de traction
essai n° Chemin de chargement (e(%) et s (MPa))
1 s = 0 ® e = 1 ® s = 0
2 s = 0 ® e = 2 ® e = 1 ® e = 2 ® s = 0
3 s = 0 ® e = 3 ® e = 2 ® e = 3 ® s = 0
4
s = 0 ® e = 4 ® e = 3 ® e = 4 ® e = 2 ® e = 3 ® e = 2 ® e = 4
 ® e = 1 ® e = 2 ® e = 1 ® e = 3 ® e = 1 ® e = 4 ® s = 0
5
s = 0 ® e = 5 ® e = 4 ® e = 5 ® e = 3 ® e = 5
 ® e = 2 ® e = 5 ® e = 1 ® e = 5 ® s = 0
Table 3 : Chemin de chargement en traction uniaxiale
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Figure 44 : Pilotage en déformation de l'essai de traction
II-2.2 Résultats expérimentaux
II-2.2.1 Influence de la déformation résiduelle
Au cours des essais, de la déformation résiduelle, c'est-à-dire une déformation sous
contrainte nulle s'accumule (Figure 51). Ceci nous a obligé à stopper les essais sous contrainte nulle
afin d'éviter que le retour à déformation nulle ne conduise à une compression de l'éprouvette et à un
flambage de celle-ci. Cette déformation résiduelle peut avoir 2 origines. Soit elle est due à de la
martensite résiduelle bloquée par l'intermédiaire de contraintes internes, soit elle est due à de la
plasticité par mouvement de dislocations. Afin d'en déterminer la nature, l'éprouvette a été chauffée
après le test 5 à 170°C sous contrainte nulle tout en mesurant la déformation (Figure 45) [BOU94].
Lors de ce test, la déformation est passée de 0.75 % à 0.1 %. Ceci prouve que la déformation
résiduelle est due principalement à de la martensite résiduelle. En effet, cette température a très peu
d'effet sur le mouvement des dislocations, elle est insuffisante à générer une restauration.
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Figure 45 : Evolution de la déformation résiduelle sous contrainte nulle lors d'un chauffage à 170°C
II-2.2.2 Influence de la température
Nous avons commencé par étudier l'influence de la température sur la transformation
martensitique. La martensite est une phase basse température, donc la contrainte nécessaire à la
transformation de phase augmente lorsque la température augmente (Figure 46) [PAT90].
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Figure 46 : Influence de la température sur la transformation martensitique
Nous avons ensuite déterminé la contrainte de début de transformation à différentes
températures pour différents offsets. La déformation de transformation e tr est définie par :
z
etr
E
s
-e=e-e=e (95)
où e et ee sont respectivement les déformations totale et élastique, s la contrainte et Ez le
module d'Young. Ce dernier a été estimé à Ez = 68 GPa (Figure 47).
Chapitre II: Etude Expérimentale de Traction-Torsion-Pression Interne                                     
- 69 -
0
50
100
150
200
0 0,25 0,5 0,75 1
Déformation (%)
C
on
tra
in
te
 (M
Pa
)
sAM
Offset
Cu-Al-Be (n°1)
@ 50°C
68
 G
Pa
Figure 47 : Principe d'évaluation de la contrainte de début de transformation
La contrainte de début de transformation sAM est la contrainte à partir de laquelle la
déformation de transformation est supérieure ou égale à un offset choisi à priori. Son évolution en
fonction de la température et de la valeur de l'offset est portée Figure 48. L'évolution de sAM en
fonction de la température peut être considérée linéaire de pente 3 MPa/K, ce qui est un résultat
classique pour ce genre de matériau [ENT96], [HAU95].
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Figure 48 : Evolution de la contrainte de début de transformation en fonction de la température
II-2.2.3 Effet du point mémoire
Nous avons ensuite étudié la notion de "point mémoire". Ce concept est identique au concept
de mémoire discrète développé par Guélin [GUE80a] ou à celui de "return point memory effect" de
Ortin [ORT92]. Il est largement illustré dans les travaux de Orgéas [ORG92] et de Orgéas et Favier
[ORG98]. Le point mémoire est un optimum local de la courbe contrainte/déformation. Si c'est un
minimum (em , sm), alors la courbe (e , s) repassera par ce point lorsque la déformation deviendra
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inférieure à em, et si c'est un maximum (eM , sM), alors la courbe (e , s) repassera par ce point
lorsque la déformation deviendra supérieure à eM.
Nous allons l'illustrer grâce au test 2 et au début du test 3 (Figure 49). L'histoire avant le point
O n'est pas prise en compte, on suppose donc qu'il n'y a pas de point mémoire lors du trajet OA.
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Figure 49 : Courbe contrainte/déformation de l'essai 2 et du début de l'essai 3
Lors de la décharge partielle AB, le point A est un maximum de la courbe (e , s), c'est un
"point mémoire maximum" (PMMa). Puis lors de la recharge partielle BC, le point B est un minimum
local de la courbe (e , s), c'est un "point mémoire minimum" (PMMi). Lors de ce trajet, le matériau
possède donc un PMMa, le point A, et un PMMi, le point B. Par définition du point mémoire, la
courbe (e , s) du trajet BC devrait donc passer par le point A, c'est-à-dire que A et C devraient être
confondus si l'effet mémoire était parfait. En pratique cette différence est vraisemblablement due (i) à
l'accommodation du matériau, en effet, la contrainte a tendance à diminuer lors de l'accumulation de
chargement/déchargement et (ii) à la variation de la température dans l'échantillon au cours de l'essai,
en effet la transformation austénite®martensite est exothermique et la transformation inverse
endothermique.
Lors de la décharge suivante CB', le point C est un maximum local, c'est donc un PMMa et le
matériau possède 2 PMMa, les points A et C et un PMMi, le point B. Cette courbe devrait donc
passer par le point B, si l'effet de point mémoire était parfait. En pratique, ce n'est pas le cas pour les
raisons énoncées précédemment. Une fois le point B' passé, entre B' et D, la boucle BCB' est
refermée, les points mémoires correspondants (B et C) sont oubliés et lors du trajet B'D, le seul point
mémorisé par le matériau est un PMMa, le point A. Lors de la recharge suivante DA', les points
mémoires du matériau sont le PMMa A et le PMMi D. Une fois le point A' passé, la boucle ADA'
est refermée et les points mémoires correspondants oubliés. Lors du chargement A'E, le matériau ne
possède plus de points mémoires.
On peut également remarquer que lors de la recharge finale DA'E, la courbe (e , s) passe
exactement (moins de 1 MPa d'erreur) par le point A. Ceci justifie les phénomènes thermiques
précédemment avancés. En effet, après le test 2, l'éprouvette a été laissée au repos quelques minutes.
On peut donc estimer qu'à ce moment là, la température est homogène et égale à la température de
l'enceinte dans toute l'éprouvette. L'échauffement provoqué par la charge DA' est similaire à celui de
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la charge OA. L'état thermique de l'éprouvette en A est donc similaire à l'état thermique en A'. Ceci
laisse penser que les différences observées à propos du point mémoire expérimental sont
principalement dues à des effets thermiques.
Afin d'illustrer ces phénomènes thermiques, la Figure 50 représente l'évolution de la
température lors d'un essai de traction-pression interne proportionnel du paragraphe II-3.2.
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Figure 50 : Evolution de la température en surface de l'éprouvette lors d'un essai de traction-pression
interne sous chargement proportionnel ( )s/MPa5.0=s&
On constate bien un échauffement de l'ordre de 1°C lors de la transformation directe et un
refroidissement similaire lors de la transformation inverse. Vu la faible variation de température, la
température sera supposée constante.
II-2.2.4 Domaine d'élasticité
La question est la suivante : quel est l'ensemble des points dans le  plan (e , s) pour lesquels
le comportement du matériau est élastique lors d'une charge ? Par exemple, en B (Figure 49), dès
que la contrainte augmente, la transformation directe débute, ce qui n'est pas le cas en O. Nous
avons alors déterminé les coordonnées des points de début de transformation avec un offset de
0.1 % pour la première charge des trajets 1, 2, 3, 4, 5 (Figure 51).
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Figure 51 : Contrainte de début de transformation lors des essais 1, 2, 3, 4 et 5
Ces points semblent alignés sur une droite de pente environ -50 GPa. En pratique, ces points
sont un peu trop proches les uns des autres pour déterminer leur ensemble avec précision, d'autres
essais seraient nécessaires pour confirmer ce résultat.
On peut tout de même estimer qu'en première approximation, la transformation directe s'initie
dès le début de la charge pour tout point situé à droite de cette ligne et que le comportement du
matériau lors d'une charge est élastique pour tout point situé à sa gauche.
II-3 ETUDE EXPERIMENTALE SOUS SOLLICITATION DE TRACTION-
PRESSION INTERNE
II-3.1 Equipement expérimental
L'équipement expérimental pour les essais de traction-pression interne et de traction-torsion
étant identiques, nous présentons directement le cas d'un essai de traction-torsion-pression interne.
Les essais de traction-torsion-pression interne ont été réalisés sur une machine de traction-
torsion hydraulique SchenckÒ à laquelle a été ajouté un groupe hydraulique pour imposer une
pression interne. Les capacités de la machine sont 63 kN en traction, 1 kN.m en torsion et 80 MPa
en pression. Les éprouvettes utilisées sont tubulaires de diamètre intérieur 11 mm, de diamètre
extérieur 14 mm et de longueur utile 36 mm (Figure 52).
f 11 mm
f 14 mm
38 mm
113 mm
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Figure 52 : Eprouvette de traction-torsion-pression interne
Les déformations sont mesurées à l’aide d’une rosette de trois jauges à 45° (VishayÒ CEA-
06-250UR-120) collée sur le diamètre extérieur de l’éprouvette, la forme du tenseur des
déformations est donnée ci-dessous :
( )
ú
ú
ú
û
ù
ê
ê
ê
ë
é
ee
ee
e
==e
q
qqq
zzz
z
rr
e
0
0
00
Rr (96)
Avec :
ï
ï
î
ï
ï
í
ì
e-e
-e=e
e=e
e=e
q
qq
2
900
45z
90
0zz
(97)
Où 0e , e45 et 90e  sont les déformations mesurées respectivement par la jauge à 0, 45 et 90°.
Quant à la déformation rre , elle n'est pas mesurée.
On vérifie expérimentalement que ezq » 0 lors des essais de traction-pression interne.
L’acquisition est réalisée à l’aide d’un PC équipé du logiciel Note BookÒ. Une enceinte a été
utilisée afin d’imposer une température constante. Les contraintes sont évaluées à l’aide d’un calcul
élastique sur le diamètre extérieur de l’éprouvette :
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avec P la pression interne, F l'effort de traction, C le couple de torsion, Re le rayon extérieur
et Ri le rayon intérieur. Les essais de traction-pression interne de ce paragraphe ont bien sûr été
réalisés sous couple de torsion nul.
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Les contraintes ont été évaluées à l'aide d'un calcul élastique car les déformations
pseudoélastiques lors des essais restent assez faibles (inférieures à 2 %) (Figure 59) et nous nous
sommes intéressés tout particulièrement au début de la transformation de phase. Au vu des
dimensions de l'éprouvette, les erreurs commises, en comparaison à un calcul où les contraintes
seraient supposées homogènes, sont de 11 % pour qs z  et de 14 % pour qqs .
Les essais ont été pilotés en contrainte à une vitesse de contrainte équivalente de von Mises
s&  de 0.5 MPa/s, avec :
( ) ( ) 2z22zz .3dev:dev.2
3
qqq s+s+s=ss=s &&&&&&
(100)
La température a également été mesurée en cours d'essai à l'aide d'un thermocouple de type
T maintenu contre le diamètre extérieur de l'éprouvette.
II-3.2 Essais de traction-pression interne sous chargement
proportionnel
Une série de 19 essais proportionnels de traction-pression interne à 32°C a été réalisée
(Figure 53). La numérotation des essais correspond à l'ordre chronologique.
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Figure 53 : Essais de traction-pression interne sous chargement proportionnel
II-3.2.1 Etude de l’isotropie du matériau
Le comportement élastique du matériau a été déterminé à l’aide des essais de traction-
pression interne, mais également de tous les autres essais présents de cette thèse :
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avec Er = 84 GPa; Ez = 68 GPa; nr = 0.3; nr' = 0.37 et G = 41 GPa.
Le matériau présente donc une isotropie transverse, ce qui est normal pour un matériau
obtenu par tréfilage.
L’anisotropie du comportement pseudoélastique du matériau entre les axes z et q a également
été étudiée. Nous avons pour cela comparé les tests 1 et 2 qui consistent respectivement à un essai
où seul szz est non nulle et où seul sqq est non nulle (Figure 54).
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Figure 54 : Courbes contrainte/déformation de l'essai de traction pure n°1 et de pression interne pure
avec compensation de l'effet de fond n°2
La comparaison des courbes (ezz , szz) du test 1 et (eqq , sqq) du test 2 montre une bonne
symétrie entre l’axe z et q. Le comportement pseudoélastique du matériau étudié peut être considéré
comme quasi-isotrope dans le plan (z , q).
II-3.2.2 Effet d'histoire
Le comportement pseudoélastique à un instant donné est influencé par toute l'histoire du
matériau, c'est ce que l'on appelle l'effet d'histoire. Cet effet est particulièrement évident lors du point
mémoire uniaxial décrit paragraphe II-2.2.3. Il apparaît également lors d'un chargement multiaxial.
Par exemple, lors du test 4 de bitraction ( )qqs=szz , les courbes (ezz , szz) et (eqq , sqq) sont
visiblement différentes (Figure 55a) alors que le matériau est quasi-isotrope dans le plan (z , q). De
plus, lors du test 4, le dernier test effectué est le test 3 qui est un essai principalement sur l’axe z, ce
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sera donc la déformation ezz qui sera prédominante (Figure 55a). Ceci se confirme lors du test 17 qui
est également un test de bitraction ( )qqs=szz . Lors de cet essai, le dernier test effectué est le test
16 qui est un essai principalement sur l’axe q, ce sera donc la déformation eqq qui sera prédominante
(Figure 55b).
Ce phénomène a une incidence tout particulièrement sur la surface de début de
transformation.
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Figure 55 : Courbes contrainte/déformation des essais de bitraction (a) n°4 et (b) n°17
II-3.2.3 Surface de début de transformation en traction-pression interne
La surface début de transformation est définie, comme le domaine d'élasticité d'un matériau
élasto-plastique, par l'ensemble des points pour lesquels la déformation de transformation équivalente
de von Mises est égale à un offset choisi à priori :
=ee=e trtrtr :.
3
2
offset (102)
où e tr est le tenseur des déformations de transformation défini par :
s-e=e-e=e - :L 1etr (103)
où e, et ee sont respectivement les déformations totales et élastiques et L  le tenseur de
Hooke. La déformation err n'étant pas mesurée, nous supposerons le tenseur des déformations de
transformation déviatorique, ce qui est raisonnable car la variation de volume de la transformation
martensitique est très faible (< 0.3 %). D'où :
2tr
z
trtr
zz
2tr2tr
zz
tr ..
3
2
qqqqq e+ee+e+e=e (104)
Il se pose ensuite le problème de la déformation résiduelle accumulée au cours des essais.
Dans l'idéal, il faudrait, soit réaliser chaque essai sur une éprouvette vierge, ce qui n'est pas simple et
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pose d'autres problèmes de répétabilité, soit s'arranger de façon à provoquer le moins de
transformation possible lors de chaque chargement en dépouillant l’essai en temps réel et en stoppant
le chargement dès que l’offset choisi est atteint. C’est ce que nous avons réalisé avec les essais de
bicompression (§ III-2.2.1).
Dans le cas de ces essais de traction-pression interne, afin de limiter l'incidence de la
déformation résiduelle, la surface de début de transformation est définie par :
( ) ( ) ( )( ) ( ) offset..
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2
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qqqqqqqqqq
(105)
où 0e  est le tenseur des déformations résiduelles c’est-à-dire sous contrainte nulle.
Nous avons également pris la peine de réaliser chaque essai 2 fois, en les décrivant une fois
dans le sens trigonométrique et une fois dans le sens horaire (Figure 53).
La surface de début de transformation est tracée Figure 56 avec un offset de 0.2 %. On peut
remarquer que les points déterminés lors du 1er passage (essais 1 à 10) sont assez proches des points
déterminés lors du 2ème passage (essais 11 à 19). Ceci permet de valider cette surface de début de
transformation malgré l'accumulation des déformations résiduelles.
Néanmoins, ces résultats ne donnent accès qu'à une partie de la surface de charge. Afin
d'accéder à la totalité de la surface de charge dans un plan (szz , sqq), nous pouvons, soit compléter
ces résultats par d'autres essais, par exemple les essais de bicompression du chapitre III, soit faire
des hypothèses sur le comportement du matériau afin d'obtenir la totalité de la surface. Par exemple,
si l'on suppose le matériau parfaitement isotrope, on peut symétriser la surface de début de
transformation obtenue dans les 3 directions. Soit pour tout point de coordonnée (szz , sqq , 0)
appartenant à la surface de charge, les points de coordonnée (sqq , szz , 0), (szz , 0 , sqq),
(sqq , 0 , szz), (0 , szz , sqq) et (0 , sqq , szz) appartiendrons eux aussi à la surface de début de
transformation. Si de plus, la surface de charge est supposée indépendante de la pression
hydrostatique, ce qui semble raisonnable au vu de la faible variation de volume de la transformation
martensitique, alors on peut projeter ces points dans le plan du déviateur des contraintes. On définit
l'abscisse X et l'ordonné Y, dans le plan du déviateur des contraintes, d'un point de coordonnées
(s11 , s22 , s33) par :
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La surface de début de transformation dans le plan du déviateur des contraintes est tracée
Figure 57. Elle est ensuite projetée dans un plan (s1 , s2) par :
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1 (107)
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Cette surface est tracée Figure 58, mais il faut bien garder à l'esprit que pour l'obtenir nous
avons supposé une isotropie parfaite du matériau et une indépendance de la surface de début de
transformation vis à vis de la pression hydrostatique.
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Figure 56 : Surface début de transformation en traction-pression interne
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Figure 57 : Surface de début de transformation dans le plan du déviateur des contraintes obtenue
avec des hypothèses d'isotropie et d'invariance à la pression hydrostatique
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Figure 58 : Surface de début de transformation dans un plan (s1 , s2) obtenue avec des hypothèses
d'isotropie et d'invariance à la pression hydrostatique
Nous avons ensuite étudié la normalité dans le plan (szz , sqq), c’est-à-dire la perpendicularité
entre la surface de début de transformation et la direction de la vitesse de déformation de
transformation ( )trtrzz , qqee && . Il semble qu'elle soit vérifiée (Figure 56).
Tous ces résultats serviront à guider la construction d’un modèle macroscopique
phénoménologique multiaxial.
II-3.2.4 Effet du point mémoire bidimensionnel
Nous avons étudié l’effet du point mémoire lors d’un trajet proportionnel bidimensionnel, en
pratique, nous avons utilisé les tests entre 6 et 15 (Figure 59).
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Figure 59 : Courbes (ezz,szz) des trajets (a) 7, 9,12, 14, (b) 8, 10, 11, 13 et (eqq,sqq) des trajets (c)
7, 9, 12, 14, (d) 6, 8, 13, 15
Nous appellerons Oi le point de départ, c’est-à-dire le point à contrainte nulle, du trajet i et
Ai le point maximum, c’est-à-dire le point à contrainte et déformation maximum du trajet i. Le trajet
de chargement des tests 6 à 15 sera donc :
O6 ® A6 ® O7 ® A7 ® O8 ® A8 ---------- O15 ® A15 ® O16
Nous avons également reporté Table 4 les valeurs des déformations maximales ( )izz Ae  et
( )iAqqe  de chaque trajet.
trajet 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
( )izz Ae   (%) -0.45 -0.59 -0.60 -0.61 -0.71 -1.40 -1.02 -1.06 -1.03 -0.88
( )iAqqe   (%) 1.18 1.05 0.85 0.68 0.52 0.97 0.95 1.24 1.47 1.64
Table 4 : Déformations maximales des trajets 6-15
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Le but de cette discussion est de déterminer ce que devient l’effet mémoire décrit paragraphe
II-2.2.3 lors d’un essai uniaxial lors d'un trajet de chargement biaxial proportionnel.
Si l’on observe les courbes 8 et 13, on constate que le point A8 est un point mémoire du
trajet O13A13 dans le plan (eqq , sqq) mais pas dans le plan (ezz , szz). Ceci prouve que l’effet
mémoire existe sur chaque axe et en particulier qu'il est impossible de décrire l’effet mémoire dans un
seul graphe déformation équivalente/contrainte équivalente, quels que soient les équivalents choisis. Il
faut donc se contenter de juger de l’effet mémoire sur chaque axe.
Si l’on observe maintenant les trajets 6 et 15 dans le plan(eqq , sqq), on constate que le point
A6 est un point mémoire du trajet O15A15, alors qu’entre ces deux trajets, le matériau a été fortement
sollicité sur l’axe z, particulièrement lors du trajet 11. Ceci prouve que l’effet mémoire sur un axe est
indépendant de ce qui se passe sur l’autre axe.
Si l’on observe maintenant les courbes (ezz , szz) des tests 9 et 12, on constate que le point
A9 n’est pas un point mémoire pour le trajet O12A12. Le point mémoire a donc été modifié lors des
trajets 10 et 11, ce qui semble logique car la déformation zze  du point A11 est bien supérieure à celle
du point A9. On pourrait donc penser qu’un point mémoire est modifié à partir du moment où la
déformation sur son axe a dépassé la valeur de déformation de ce point mémoire. En pratique, le
problème est plus complexe, si l’on observe par exemple les courbes (eqq , sqq) des tests 6 et 15, on
constate que le point A6 est un point mémoire pour le trajet O15A15. Le point mémoire A6 n’a donc
pas été modifié lors des trajets de 7 à 14 et en particulier lors du trajet 14, bien que la valeur de
déformation qqe  atteinte en A14 soit supérieure à celle de A6.
Ceci prouve donc que pour juger de l’effet mémoire sur un axe, la déformation sur cet axe est
insuffisante, c’est-à-dire que si la déformation du point mémoire est dépassée, le point mémoire n’est
pas forcément oublié. Par contre, la contrainte semble un bon candidat pour juger de l’effet mémoire.
En effet, à chaque fois que la contrainte du point mémoire a été dépassée, le point mémoire a été
oublié et à chaque fois qu’elle n’a pas été dépassée, le point mémoire n’a pas été oublié. En pratique,
des essais supplémentaires seraient nécessaires afin de juger de façon définitive quant à la pertinence
de la contrainte pour juger de l’effet mémoire.
En conclusion, il existe bien un phénomène de point mémoire sous chargement biaxial qui n'est
pas simplement une généralisation du point mémoire unidirectionnel dans un plan contrainte
équivalente/déformation équivalente. Mais il existe un effet mémoire pour chaque axe
indépendamment des autres axes.
Lors de la modélisation du chapitre IV, nous nous sommes tout de même contentés d'un effet
d'histoire dans un plan contrainte équivalente/déformation équivalente afin de simplifier le problème.
II-3.2.5 Travail équivalent de transformation
Par analogie avec la plasticité, nous avons comparé le travail de transformation :
( )òò qqqqes+es=es=
t
0
trtr
zzzz
t
0
tr dtdt:W &&& (108)
avec le travail de transformation équivalent au sens de von Mises :
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La comparaison pour le test 8 et la valeur maximale de ces 2 travaux pour chaque trajet sont
représentés Figure 60. Le résultat est similaire pour tous les trajets proportionnels [REJ00a] : le
travail de transformation est quasiment égal au travail de transformation équivalent au sens de von
Mises. Ceci se justifie par le fait que lors d'un chargement proportionnel, les directions des
contraintes et des déformations restent constantes. Un chargement proportionnel est donc équivalent
à un chargement uniaxial en contrainte et déformation équivalente.
Par contre, dans le cas des AMF, vu la dissymétrie traction-compression, l'utilisation des
équivalents de von Mises ne paraît pas pertinente, et l'égalité entre le travail de transformation et le
travail de transformation équivalent peut paraître surprenante. En pratique, il est vraisemblable qu'il y
ait compensation entre la vraie contrainte équivalente et la vraie déformation équivalente, et que le
produit de ces équivalents soit à peu près égal à celui des équivalents de von Mises.
On peut également remarquer qu'après retour à contrainte nulle, le travail de transformation
ne revient pas à zéro (Figure 60a). Cette valeur correspond évidemment à l'énergie dissipée, c'est-à-
dire à l'aire du cycle d'hystérésis [RAN99].
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Figure 60 : Comparaison entre le travail de transformation et le travail de transformation équivalent
(a) pour le test 8 (b) valeur maximale pour les tests 1-19
II-3.3 Essais de traction-pression interne sous chargement non-
proportionnel
A la suite des chargements proportionnels, deux essais non-proportionnels de traction-
pression interne ont été réalisés à 32°C avec trajet carré (Figure 61 et Figure 62) dans le quart de
plan ( )0;0zz ³s³s qq . Le premier a été effectué dans le sens trigonométrique, c’est-à-dire charge
sur z, puis charge sur q en maintenant la charge sur z, puis décharge sur z en maintenant la charge sur
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q et enfin décharge sur q (Figure 61). Le deuxième a été effectué dans le sens horaire, c’est-à-dire
charge sur q, puis charge sur z en maintenant la charge sur q, puis décharge sur q en maintenant la
charge sur z et enfin décharge sur z (Figure 62). Les courbes (ezz , szz) et (eqq , sqq) du premier
chargement sont représentées respectivement Figure 61c et d, et celles du deuxième chargement
Figure 62 c et d.
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Figure 61 : Essai de traction-pression interne sous chargement non-proportionnel carré. (a) chemin
de chargement, (b) réponse en déformation, (c) et (d) courbes contrainte/déformation
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Figure 62 : Essai de traction-pression interne sous chargement non-proportionnel carré. (a) chemin
de chargement, (b) réponse en déformation, (c) et (d) courbes contrainte/déformation
Le chargement des deux essais étant symétrique par rapport à la première bissectrice, la
réponse en z du premier essai devrait être similaire à la réponse en q du deuxième essai et vice versa.
La comparaison des réponses en déformation est portée Figure 63.
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Figure 63 : Réponse en déformation des 2 essais de traction-pression interne sous chargement non-
proportionnel
On observe une bonne similitude du comportement du matériau lors des deux essais, ce qui
prouve sa bonne symétrie de comportement entre l’axe z et q. Les différences observées sont dues à
l’isotropie transverse initiale du matériau et à l’histoire sur chacun des axes.
Nous avons également reporté Figure 61a et Figure 62a le vecteur vitesse de déformation de
transformation ( )trtrzz , qqee &&  pour quelques points du chargement. On peut remarquer que cette direction
ne reste pas normale au domaine d'élasticité initial [ROG96]. Cela prouve que pour modéliser ce
genre trajet, une variable isotrope avec normalité est insuffisante.
La comparaison entre le travail de transformation et le travail de transformation de von Mises
du 1er trajet non-proportionnel est reportée Figure 64. Ces travaux sont très différents dans le cas
d'un chargement non-proportionnel contrairement au cas des chargements proportionnels [REJ00a].
Ce résultat est normal, car lors d'un chargement proportionnel, les directions des contraintes et des
déformations varient au cours du chargement.
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Figure 64 : Comparaison entre le travail de transformation et le travail de transformation équivalent du
1er essai de traction-pression interne sous chargement non-proportionnel carré
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II-4 ETUDE EXPERIMENTALE SOUS SOLLICITATION DE TRACTION-
TORSION
Nous avons étudié le comportement pseudoélastique du Cu-Al-Be sous chargement de
traction-torsion afin d'analyser l'influence de la rotation du repère des contraintes principales sur la
transformation de phase. En effet, lors d'un trajet de chargement non-proportionnel de traction-
torsion, le repère de contraintes principales tourne au cours du chargement, ce qui n'est pas le cas
pour un essai de traction-pression interne.
Le matériau utilisé et l’équipement expérimental sont identiques à ceux utilisés pour la
traction-pression interne, ils sont décrits respectivement paragraphes II-1 et II-2.1.
II-4.1 Essais de traction-torsion sous chargement proportionnel
Une série de 13 essais proportionnels de traction-torsion à 50°C a été réalisée (Figure 65).
La numérotation correspond à l’ordre chronologique.
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Figure 65 : Essai de traction-torsion sous chargement proportionnel
II-4.1.1 Etude de l’isotropie du matériau
Le comportement élastique du matériau a été étudié paragraphe II-3.2.1, son comportement
élastique est isotrope transverse.
Nous nous sommes intéressés à l’isotropie du matériau entre une torsion avec szq > 0 et avec
szq < 0. La Figure 66 montre la courbe déformation équivalente de von Mises/contrainte équivalente
de von Mises des tests 3 et 4. Le comportement du matériau est donc symétrique entre une torsion
positive et négative.
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Figure 66 : Comparaison entre l'essai de traction n°5, compression n°2, torsion positive n°3 et
torsion négative n°4
Nous avons également tracé Figure 66 la courbe déformation équivalente de von
Mises/contrainte équivalente de von Mises de l’essai de traction (test 5) et de l’essai de compression
(test 2). La contrainte équivalente de von Mises de début de transformation est différente entre la
traction et la compression, mais également entre la traction et la torsion. Le matériau est donc
isotrope transverse aussi bien en élasticité qu'en pseudoélasticité.
II-4.1.2 Surface de début de transformation en traction-torsion
Nous avons tracé la surface de début de transformation pour des offsets de 0.02%, 0.05% et
0.1% (Figure 67a).
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Figure 67 : Surface de début de transformation en traction-torsion (a) pour différents offsets (b)
normale à l'écoulement
On peut constater que la surface de début de transformation est très différente d’une surface
de type von Mises. Cette différence, particulièrement flagrante en torsion, met en évidence l’influence
de la forme du tenseur des contraintes sur la transformation martensitique mais également
l’anisotropie initiale du matériau. Afin de dissocier ces deux effets, des essais de traction-torsion avec
un matériau parfaitement isotrope seraient nécessaires.
La direction du vecteur vitesse de déformation ( )trztrzz .32, qee &&  est également reportée Figure
67b et montre que la normalité entre la surface de début de transformation et l’écoulement semble
vérifiée.
II-4.1.3 Travail équivalent de transformation.
La comparaison entre le travail de transformation et le travail de transformation équivalent au
sens de von Mises  (§ II-3.2.5) pour les essais proportionnels de traction-torsion est représentée
Figure 68a pour le test 3 et les valeurs maximales des trajets 1-13 sont reportées Figure 68b.
Contrairement au cas de traction-pression interne, ces valeurs sont différentes pour tous les essais
faisant apparaître de la torsion. Ceci est principalement dû à l'anisotropie du comportement
pseudoélastique entre la traction et la torsion, car la contrainte et la déformation équivalente de von
Mises ne prennent pas en compte cette anisotropie.
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Figure 68 : Comparaison entre le travail de transformation et le travail de transformation équivalent
(a) pour le test 8 (b) valeur maximale pour les tests 1-19
II-4.2 Essais de traction-torsion sous chargement non-proportionnel
A la suite des chargements proportionnels, un essai non-proportionnel de traction-torsion à
50°C a été réalisé avec un trajet elliptique (Figure 69) de centre :
( ) ( )MPa0;MPa23.3, zzz -=ss q
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Les courbes (ezz , szz) et ( )qq se zz .3,.32  sont reportées respectivement Figure 69c et d.
Nous avons également reporté Figure 69a le vecteur vitesse de déformation de transformation
( )trztrzz .32, qee &&  pour quelques points du chargement.
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Figure 69 : Essai de traction-torsion sous chargement non-proportionnel elliptique. (a) chemin de
chargement, (b) réponse en déformation, (c) et (d) courbes contrainte/déformation
Ce trajet elliptique a la particularité de ressembler à la surface de début de transformation, on
peut donc penser qu’entre A et E le principal phénomène mis en jeu sera de la réorientation de
variante de martensite. On constate en effet Figure 69a qu’entre A et E la direction du vecteur vitesse
de déformation de transformation reste quasiment tangente au trajet de chargement. Cet essai
permettra de juger la capacité des modèles de comportement à modéliser la réorientation de
martensite.
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Nous avons ensuite réalisé un essai non-proportionnel de traction-torsion à 50°C. Le trajet
consiste en un chargement de traction suivi d’un chargement et d’un déchargement de torsion tout en
maintenant la traction puis enfin un déchargement de l’effort de traction (Figure 70).
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Figure 70 : Essai de traction-torsion sous chargement non-proportionnel en L. (a) chemin de
chargement, (b) réponse en déformation, (c) et (d) courbes contrainte/déformation
Les courbes (ezz , szz) et ( )qq se zz .3,.32   sont respectivement reportées Figure 70c et d.
Nous avons également reporté Figure 70a le vecteur vitesse de déformation de transformation
( )trztrzz .32, qee &&  pour quelques points du chargement.
La comparaison entre le travail de transformation et le travail de transformation équivalent des
2 trajets non-proportionnels sont reportés respectivement Figure 71a et b. Ces travaux sont
évidemment différents.
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Figure 71 : Comparaison entre le travail de transformation et le travail de transformation équivalent
pour les trajets non-proportionnels (a) elliptique et (b) en L
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Chapitre III 
Etude Expérimentale d’un Alliage à Mémoire de
Forme Cu-Al-Be sous Sollicitation Triaxiale
Dans ce chapitre sont présentés des résultats d’essais réalisés sur la machine triaxiale Astrée
[CAL97]. Le but de ce travail est de compléter la base expérimentale obtenue en traction-torsion-
pression interne afin de développer un modèle macroscopique phénoménologique du comportement
pseudoélastique des AMF, puis de réaliser des essais mécaniques complexes sur structure afin de
tester  ce modèle.
La première partie présente la machine triaxiale Astrée utilisée pour réaliser les essais
présentés dans ce chapitre. Ensuite, un essai original de tricompression est présenté, il a été mis au
point et réalisé dans le cadre de ce travail [BOU01a]. Cet essai a été utilisé afin de réaliser des essais
de bicompression et de tricompression sur un cube en AMF.
Chapitre III: Etude Expérimentale de Bicompression et de Tricompression                                 
- 93 -
III-1 LA MACHINE D’ESSAIS TRIAXIALE : ASTREE [CAL97]
L'ensemble des essais, présentés dans ce chapitre, a été effectué sur Astrée (Figure 72), la
machine d'essais triaxiale du Laboratoire de Mécanique et Technologie.
Figure 72 : La machine d'essai triaxiale Astrée
Cette machine électro-hydraulique asservie est constituée d'un bâti comprenant un
soubassement fixe, de quatre colonnes verticales et d'une traverse supérieure mobile. L'espace
d'essai, délimité par les six vérins installés selon trois directions orthogonales deux à deux, est de
650´650´1500 mm3. Les deux vérins verticaux montés respectivement sur le soubassement et sur la
traverse supérieure ont une capacité de ± 250 kN et une course de 300 mm. Les quatre vérins
horizontaux ont une capacité de ± 100 kN et une course de 300 mm. Ils sont installés sur les
colonnes verticales et peuvent être disposés à la demande (par exemple en opposition: traction-
compression, ou d'un même coté: flexion). Des verrouillages mécaniques assurent la coplanéité et la
convergence des axes des vérins. La mise en position et le blocage de la traverse et des supports
latéraux sont hydrauliques, commandés par un boîtier central. Les tiges des vérins sont guidées par
des paliers hydrostatiques, dimensionnés pour supporter les efforts radiaux induits par les autres
lignes de chargement en cours d'essai ou de rupture de l'éprouvette ou de la structure testée.
Une centrale hydraulique assure un débit total de 330 l/mn. Les six servo-valves, d'un débit
unitaire de 63 l/mn et de 38 l/mn permettent d'atteindre une vitesse de déplacement de 0.2 m/s pour
les vérins verticaux et de 0.28 m/s pour les vérins latéraux.
Astrée est équipée de deux armoires de commande electro-numériques multifonctions
Schenck HydropulsÒ série 59. Chaque vérin est équipé de trois voies d'asservissement. En plus des
possibilités classiques de régulation en effort, position ou déformation ..., chaque vérin peut être
asservi en force ou en déplacement par rapport à son opposé (asservissement couplé).
Tous les essais présentés dans ce chapitre ont été réalisés avec un asservissement couplé en
effort et en déplacement sur chaque ligne de vérins. Ce mode d'asservissement est appelé "Modal
Effort". Le schéma de principe du fonctionnement, pour un axe, est donné Figure 73.
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Figure 73 : Schéma de fonctionnement de la régulation "Modal Effort"
L'objectif de ce mode d'asservissement est de rendre dépendant chaque vérin vis-à-vis de
celui qui lui est opposé. De façon classique, une ligne de deux vérins a besoin de deux variables de
contrôle. Dans le cas du "Modal Effort", l'une de ces deux variables est la demi-différence des
déplacements des deux vérins; elle gère la position du centre de l'axe considéré. L'autre variable est
la demi-somme des efforts exercés par les deux vérins considérés; elle gère donc la moyenne des
efforts appliqués sur un axe. Pour tous nos essais, le centre de l'éprouvette doit rester fixe. La
consigne sur la demi-différence des déplacements sera toujours nulle.
On vérifiera le bon fonctionnement de chaque essai en constatant l'égalité des efforts exercés
par les deux vérins d'une même ligne. Cette égalité n'étant pas une consigne de pilotage, elle reflète
les symétries de notre expérience.
Enfin, un MacintoshÒ Quadra 950 équipé d'une carte d'acquisition et d'une carte de pilotage
National InstrumentÒ et du logiciel LabviewÒ a été utilisé pour toutes les opérations d'acquisition et
de génération des signaux de commande.
III-2 ESSAIS DE BICOMPRESSION ET TRICOMPRESSION SUR UN CUBE EN
AMF
III-2.1 Matériau et moyens expérimentaux
III-2.1.1 Matériau utilisé
Le matériau utilisé et le traitement thermique sont quasiment identiques à ceux utilisés pour les
essais de traction-torsion-pression interne. La seule différence vient de la forme du matériau brut, des
cylindres de 30 mm (contre 25 mm pour le matériau de traction-torsion-pression interne), et de la
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forme des éprouvettes, des cubes de 20 mm de côté. Les formes différentes de brut peuvent
influencer l’isotropie du matériau, en effet, un des 2 bruts est plus tréfilé que l’autre, et les formes
différentes des éprouvettes peuvent influencer le traitement thermique et en particulier la trempe. Les
températures caractéristiques de cet alliage ont été  estimées à l’aide d’un essai de résistivité :
0
SM  » 14°C, 
0
FM  » -13°C, 
0
SA  » 12°C et 
0
FA  » 26°C
On constate bien une différence de ces températures par rapport à celles du matériau de
traction-torsion-pression interne. Le matériau utilisé pour les essais de bicompression et
tricompression est noté Cu-Al-Be n°2.
Il est à noter que le plan (x, y) des essais de bicompression et de tricompression correspond
au plan (r, q) des essais de traction-torsion-pression interne et que la direction z est la même pour les
2 essais.
Afin de comparer le comportement du matériau dans sa direction transversale entre les 2
types d'essai (axes x, y pour la bicompression et axes r, q pour la traction-torsion-pression interne)
nous avons reporté Figure 74 un essai de traction-pression interne pure (szz = 0, sqq > 0) et 2 essais
de compression pure sur le cube (sxx = 0, syy < 0) et (sxx < 0, syy = 0). Ces essais sollicitent le
matériau dans la même direction. On peut constater que les modules d’Young des 2 matériaux sont
quasiment identiques. Ils ont été estimes à Er » 84 GPa.
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Figure 74 : Essai de traction du Cu-Al-Be n°1 et de compression du Cu-Al-Be n°2
Les comportements pseudoélastiques, et en particulier les contraintes de début de
transformation sont par contre très différentes. Ceci est dû à la différence de comportement entre la
traction et la compression, à la différence des températures caractéristiques de transformation, et à la
différence des températures d’essai.
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III-2.1.2 Principe de l’essai
L’idée de base de l'essai de tricompression est de solliciter un cube en compression selon
trois directions perpendiculaires (Figure 75) [BOU99] La principale difficulté est d’appliquer des
efforts longitudinaux de compression sans appliquer d’efforts transversaux.
L’effort est donc transmis au cube par l’intermédiaire d’une multitude de petites poutres
(Figure 75) [BOU01b]. Ce système permet d’obtenir une raideur longitudinale bien supérieure à la
raideur transversale et donc d'éliminer le frottement entre le montage et l'éprouvette.
Figure 75 : Principe de l'essai de tricompression
En pratique, nous avons utilisé une éprouvette cubique de 20 mm de côté et 6 mors constitués
chacun de 256 poutres de section carrée de côté c = 0.87mm et de longueur l = 12 mm (Figure 76).
Le montage est montré Figure 77. Néanmoins, cette photo a été prise avec des mors légèrement
différents à base pyramidale. Le montage avec les mors à base cylindrique circulaire est montré
Figure 93.
12 mm
-a- -b- -c-
Figure 76 : Principe de l'essai de tricompression (a) schéma du mors, (b) photo du mors (c) schéma
du mors et de l'éprouvette montés pour un essai de bicompression
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Figure 77 : Montage d'essai de tricompression (a) avec les joints en élastomère, (b) sans les joints en
élastomère
La raideur longitudinale Rl est donc liée à la compression de la poutre. En notant Fl l’effort
longitudinal et ul le raccourcissement longitudinal d’une poutre :
l
c.E
l.
c.
u
F
R
22
l
l
l =e
s
== (110)
où s, e sont respectivement la contrainte et la déformation longitudinale d’une poutre et E son
module d’Young.
Quant à la raideur transversale Rt, elle est liée à la flexion de la poutre, donc en notant f la
flèche et Ft l’effort en bout de poutre :
3
4
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l
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t l.4
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ø
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è
æ
== (111)
où I est le moment quadratique de la poutre en flexion. Le rapport entre la raideur
longitudinale et transversale vaut donc :
750
c
l.4
R
R
2
2
t
l »= (112)
La raideur transversale peut donc être négligée face à la raideur longitudinale.
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III-2.1.3 Tenue en service du montage expérimental
Nous avons vérifié la bonne tenue du montage au flambage et à la compression. L’effort
critique de flambage fc donné par la théorie d’Euler vaut pour une poutre encastrée à une extrémité et
en liaison pivot à l’autre :
( )2
2
c l.7,0
I.E.
f
p
= (113)
L’effort critique de flambement pour l’ensemble des n = 256 poutres Fc vaut donc :
( )
kN350
l.7,0.12
c.E..n
f.nF 2
42
cc »
p
== (114)
Ce qui à priori ne devrait pas poser de problème car les vérins ne peuvent dépasser 250 kN.
En pratique, ce calcul est à prendre avec beaucoup de précautions, car suivant les conditions limites
aux extrémités de la poutre que l'on adopte, le coefficient 0.7 de (113) peut varier entre 0.5 pour une
poutre encastrée aux deux extrémités et 2 pour une poutre encastrée à une extrémité et libre à l'autre.
L'effort critique de flambement FC peut donc varier entre 40 et 700 kN! Et en pratique, nous avons
cassé un montage similaire à 150 kN et nous nous sommes limités par la suite à la capacité des vérins
horizontaux : F0 = 100 kN.
Ceci permet de soumettre l’éprouvette à une contrainte maximale :
2
0
M a
F
=s (115)
où a = 20 mm est le côté de l’éprouvette soit : sM = 250 MPa.
On peut également calculer la contrainte de compression dans les poutres pour la charge F0 :
MPa500
c.n
F
2
0
0 »=s (116)
Le matériau utilisé est un acier dont le fournisseur annonce une dureté d’environ 60 HRC. La
limite d’élasticité est donc vraisemblablement bien supérieur à 500 MPa.
III-2.1.4 Validation du test de bicompression
Afin de tester notre montage, nous avons réalisé un test de compression sur chaque axe et un
test de bicompression avec sxx = syy.
Les contraintes sont évaluées par :
ï
ï
î
ïï
í
ì
=s
=s
2
y
yy
2
x
xx
a
F
a
F
(117)
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où Fx, Fy sont respectivement l’effort selon l’axe x et y, et a est le côté du cube (a = 20 mm).
Et les déformations sont mesurées à l’aide de 2 jauges de déformation unidirectionnelles VishayÒ
EA-09-375BG-120 de taille de grille 9.53´4.75 mm2. Les 2 jauges sont collées avec la colle
VishayÒ AE15 sur les 2 faces libres du cube dans les directions x et y.
Ces premiers tests ont montré une dissymétrie importante entre l’axe x et y (Figure 78a et b).
Nous avons donc utilisé une technique d’intercorrélation d’images numérique afin de déterminer les
champs de déplacement et de déformation dans le plan. Cette technique nécessite l’utilisation d’une
camera CCD pour acquérir une image de la région d’étude d’une éprouvette dans 2 états différents.
Le premier état correspond à l’état de référence et le second à l’état déformé. La technique
d’intercorrélation d’images numérique utilisée ici est basée sur la transformée de Fourrier rapide qui
permet de réduire les temps de calculs avec une grande efficacité [CHE01], [HIL99].
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Figure 78 : Essai de compression et de bicompression (a et b) avant et (c et d) après suppression des
parties en élastomère
La Figure 79 représente les champs de déplacement et les déformées déterminées grâce à
cette technique lors de 2 essais de compression et d’un essai de bicompression avec sxx = syy. Ceci
confirme que les conditions limites imposées ne correspondent pas à celles d’un essai de
bicompression. En particulier, la Figure 79c montre un champ de déplacement qui correspond plus à
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une rotation qu’à une bicompression et laisse donc supposer une trop grande mobilité du montage.
Afin de remédier à cela, nous avons supprimé des parties en élastomère placées entre les vérins et les
mors (Figure 77) utilisés afin de compenser un éventuel défaut de parallélisme entre 2 faces opposées
de l’éprouvette. Nous avons donc recommencé les essais de compression et de bicompression sans
ces parties en élastomère. Les courbes contrainte/déformation sont tracées Figure 78c et d. Ces
résultats montrent une bonne symétrie de comportement entre les 2 axes et des champs de
déplacement conformes à des essais de compression et de bicompression (Figure 80). Ces résultats
permettent donc de valider le montage d’essai.
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-c- -d-
Figure 79 : Champs de déplacement et déformée d'un essai (a et b) de compression (-25 MPa) et (c
et d) de bicompression (-25 MPa , -25 MPa) avant suppression des parties en élastomère avec un
coefficient d'amplification de 150
Chapitre III: Etude Expérimentale de Bicompression et de Tricompression                                 
- 102 -
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Figure 80 : Champs de déplacement et déformée d'un essai (a et b) de compression (-75 MPa) et (c
et d) de bicompression (-75 MPa , -75 MPa) après suppression des parties en élastomère avec un
coefficient d'amplification de 80
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En pratique, nous n’avons pas toujours obtenu des champs de déplacement conformes aux
efforts imposés. Les conditions limites ont donc été vérifiées à l’aide de cette technique avant chaque
série d’essais afin de s’assurer qu’elles étaient conformes aux efforts imposés. Et dans le cas
contraire, la seule solution est de démonter, de remonter et de recommencer les tests jusqu'à obtenir
un champ de déplacement acceptable.
En conclusion, la technique d’intercorrélation d’images sert de test de validation des
conditions limites. Cela constitue une utilisation tout à fait originale d'une technique d’intercorrélation
d’images.
III-2.2 Essais de bicompression
III-2.2.1 Essais de bicompression sous chargement proportionnel
Une série d’essais proportionnels de bicompression à 35°C a été réalisée (Figure 81). La
numération correspond à l’ordre chronologique.
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Figure 81 : Chargement des essais proportionnels de bicompression
Les courbes contrainte/déformation des essais de compression 1 et 5 sont représentées
Figure 82a et celles de l’essai de compression biaxiale 5 Figure 82b.
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Figure 82 : Essais proportionnels (a) de compression 1 et 9 et (b) de bicompression 5
Nous avons commencé par étudier le comportement élastique du matériau. Les modules
d’Young ont été estimés à :
GPa84EE yx »= (118)
et le coefficient de Poisson à :
3.0»n (119)
Ces valeurs correspondent à Er et nr donnés paragraphe II-3.2.1 dans le plan (r, q).
 Surface de début de transformation :
Afin de déterminer la surface de début de transformation en évitant l’accumulation de
déformations résiduelle et les effets d'histoire du matériau, nous avons développé une technique de
détection automatique de la contrainte de début de transformation dans le logiciel LabviewÒ (Figure
83).
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Figure 83 : Principe de la détection automatique de la contrainte de début de transformation
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Un chargement proportionnel est généré, puis la pente entre la déformation et la contrainte
équivalente de von Mises est calculée au cours de l’essai lorsque s  est compris entre smin et smax.
La valeur de smin sert à s’affranchir des problèmes de mise en position du montage au début de
l’essai. Puis, lorsque 5 points consécutifs de la courbe ( )se ,  sont au-delà de la droite passant par
A(offset, 0) et parallèle à (D1), le chargement est stoppé, puis l’éprouvette est déchargée. Cette
procédure est ensuite réitérée pour un autre trajet de chargement proportionnel. Cette technique
permet de déterminer la surface de début de transformation pour un offset donné en évitant
d’accumuler de l’histoire.
Les surfaces de début de transformation pour des offsets de 0.01 %, 0.05 % et 0.2 % sont
représentées Figure 84.
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Figure 84 : Surface de début de transformation de bicompression pour des offsets de 0.01, 0.05 et
0.2 %
On peut constater une bonne symétrie par rapport à la première bissectrice. La direction de
l’écoulement ( )TyyTxx ,ee &&  est également reportée pour l’offset à 0.2 %. La normalité, c’est-à-dire la
perpendicularité entre la surface de début de transformation et la direction de l'écoulement, semble
vérifiée.
Nous avons ensuite utilisé les essais proportionnels obtenus avec l'offset de 0.2 % afin de
déterminer la surface de transformation de façon classique (§ II-4.1). C'est-à-dire l'ensemble des
points pour lesquels la déformation de transformation équivalente de von Mises est égale à 0.2 %,
avec :
s-e=e-e=e - :L 1eT (120)
où L  est le tenseur de Hooke.
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Les surfaces de transformation obtenues par ces 2 méthodes sont similaires (Figure 85). Ceci
permet de valider notre procédure expérimentale de détection de la surface de début de
transformation en temps réel.
Nous avons également tracé la surface de début de transformation avec un offset de 0.2 %
dans le plan du déviateur des contraintes en supposant le matériau isotrope et l'indépendance vis à vis
de la pression hydrostatique comme pour les essais de traction-pression interne (§ II-3.2.3) sur la
Figure 86. Cette surface est ensuite ramenée dans un plan (s1 , s2) Figure 87, mais il faut bien garder
à l'esprit que pour l'obtenir nous avons supposé une isotropie parfaite du matériau et une
indépendance de la surface de début de transformation vis à vis de la pression hydrostatique.
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Figure 85 : Surface de début de transformation de bicompression obtenue par la méthode de
détection automatique et par une méthode à posteriori
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Figure 86 : Surface de début de transformation dans le plan du déviateur des contraintes obtenue
avec des hypothèses d'isotropie et d'invariance à la pression hydrostatique
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Figure 87 : Surface de début de transformation dans un plan (s1 , s2) obtenue avec des hypothèses
d'isotropie et d'invariance à la pression hydrostatique
Afin d'obtenir la surface de début de transformation dans un plan (s1 , s2) sans supposer
l'indépendance du comportement vis à vis de la pression hydrostatique, nous avons compilé les essais
de bicompression avec les essais de traction-pression interne. Nous avons besoin pour cela de
normer les contraintes à l'aide d'une constante, nous avons choisi la contrainte de traction pour les
essais de traction-pression interne (s0 = 90 MPa) et la contrainte équivalente de von Mises de
bicompression avec sxx = syy pour les essais de bicompression (s0 = 130 MPa). Ce choix
s'explique par le fait que le 3ème invariant ys de ces 2 chargements est égal (à 1).
La surface de début de transformation normée avec un offset de 0.2 % pour les 2 types
d'essai est tracée Figure 88 et la direction de l'écoulement est reportée.
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Figure 88 : Surface de début de transformation normée des essais de bicompression et de traction-
pression interne
La forme de la surface de début de transformation ainsi déterminée est en bon accord avec
celles déterminée à l'aide d'un modèle micro/macro par Arbab Chirani et Patoor [ARB00] sur un
alliage de Cu-Zn-Al ou par Lexcellent et al. [LEX01] sur un alliage de Cu-Al-Be. Ces résultats
expérimentaux sont la 1ère confirmation expérimentale de ce genre de calcul.
 Travail équivalent de transformation :
Par analogie avec la plasticité, nous avons comparé le travail de transformation :
( )òò es+es=es=
t
0
tr
yyyy
tr
xxxx
t
0
tr dt..dt:W &&& (121)
avec le travail de transformation équivalent au sens de von Mises :
( ) ( )
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e
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t
0
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2tr
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2
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0
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dt.
dt
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..dt.
dt
d
.W (122)
La comparaison pour le test 7 est représentée Figure 89a et les travaux maximaux des tests 1
à 9 sont représentés Figure 89b. Comme pour les essais de traction-pression interne (§ II-3.2.5), le
travail de transformation et le travail de transformation équivalent de von Mises restent quasiment
égaux sous chargement proportionnel.
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Figure 89 : Comparaison entre le travail de transformation et le travail de transformation équivalent
(a) pour le test 7 et (b) entre les valeurs maximales des tests 1-9
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III-2.2.2 Essais de bicompression sous chargement non-proportionnel
A la suite des chargements proportionnels 7 essais non-proportionnels à 35°C ont été
réalisés. Les essais sont numérotés dans l'ordre chronologique. Les trajets de chargements 1, 2, 3 et
7 sont représentés en annexe1, et les trajets 4, 5, 6 sont représentés respectivement Figure 90,
Figure 91 et Figure 92. Le trajet 4 consiste en un chargement carré, et le trajet 1, qui est également
un trajet carré d'amplitude plus faible, est également reporté. Le trajet 5 consiste en un chargement en
quart de cercle. Ce trajet est particulièrement intéressant car sa forme ressemble à la surface de
début de transformation (Figure 84). Entre les points A et B de ce trajet, la réorientation de
martensite est donc vraisemblablement le phénomène principal. Et en effet, on constate que la
direction de l'écoulement reste constamment tangente au trajet de chargement. Le trajet 6 consiste en
un chargement triangulaire, et le trajet 2, qui est également un trajet triangulaire d'amplitude plus
faible, est également reporté.
Les vecteurs vitesse de déformation de transformation ),( tryy
tr
xx ee &&  sont également reportés
pour quelques points (Figure 90a, Figure 91a et Figure 92a). Les réponses en déformation sont
tracées Figure 90b, Figure 91b et Figure 92b et les courbes (exx , sxx) et (eyy , syy) respectivement
Figure 90c, Figure 91c, Figure 92c, Figure 90d, Figure 91d et Figure 92d.
La comparaison entre le travail de transformation et le travail de transformation de von Mises
des trajets 4, 5 et 6 sont reportés Figure 90e, Figure 91e et Figure 92e. Comme pour les essais de
traction-pression interne (§ II-4.2), ces travaux sont très différents. Le même type de résultat est
obtenu pour les autres trajets de chargement.
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Figure 90 : Essai non-proportionnel carré n°4 (et n°1 en trait fin) : (a) chemin de chargement, (b)
réponse en déformation, (c) courbe (exx, sxx), (d) courbe (eyy, syy), (e) comparaison entre le travail
de transformation et le travail de transformation équivalent
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Figure 91 : Essai non-proportionnel circulaire n°5 : (a) chemin de chargement, (b) réponse en
déformation, (c) courbe (exx, sxx), (d) courbe (eyy, syy), (e) comparaison entre le travail de
transformation et le travail de transformation équivalent
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Figure 92 : Essai non-proportionnel triangulaire n°6 (et n°2 en trait fin) : (a) chemin de chargement,
(b) réponse en déformation, (c) courbe (exx, sxx), (d) courbe (eyy, syy), (e) comparaison entre le
travail de transformation et le travail de transformation équivalent
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III-2.2.3 Observations in situ des plaquettes de martensite
Dans le but d’étudier la formation des plaquettes de martensite dans la phase mère
austénitique, une surface de l’éprouvette a été polie et attaquée chimiquement à l'aide d'une solution
composée de 100 ml d'acide acétique à 75 %, de 20 ml d'acide nitrique et de 30 ml d'acétone afin
de révéler les grains. Les observations in situ de cette surface de l’éprouvette ont été obtenues à
l’aide d’un microscope longue distance muni d’une caméra CCD (image 1008 x 1016 pixels, signal
digitalisé sur 8 bits) (Figure 93). Afin de faciliter la lecture des images, les joints de grains ont été
retracés sur toutes les photos.
Microscope
longue distance
VérinEprouvette avec
les grains révélés
Figure 93 : Dispositif expérimental d'observation des plaquettes de martensite avec microscope
longue distance
Nous avons également photographié au microscope optique notre éprouvette libre de
contraintes à température ambiante, donc austénitique (Figure 94a), et à -20°C, donc martensitique
(Figure 94b), afin de comparer la martensite autoaccommodante obtenue avec la martensite orientée
obtenue lors des essais de bicompression. Malheureusement, ces photos ont été prises après avoir
réalisé les essais de bicompression, la martensite obtenue n'est donc vraisemblablement pas
totalement autoaccommodante à cause de l'histoire du matériau.
0.25 mm
-a- -b-
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Figure 94 : Photo de l'éprouvette avec grains révélés (a) à température ambiante (b) à -20°C
Un essai de compression avec décharge a été réalisé sur chacune des deux directions de
l’éprouvette. La Figure 95 et la Figure 96 montrent respectivement la compression selon l'axe x et y.
On observe bien l'apparition et le développement de plaquettes de martensite avec l'accroissement
de la contrainte. Les déformations maximales atteintes lors de ces essais sont de l'ordre du pour-cent.
La déformation maximale en traction étant de l'ordre de 6 %, on peut estimer que la fraction
volumique de martensite atteinte lors de ces essais est de l'ordre de 15 à 20 %. Il semble sur les
photographies que le pourcentage de martensite soit inférieur à cela, mais la photographie ne donne
que la fraction surfacique de martensite.
On remarque également un effet d’hystérésis lors de la décharge. Pour un niveau de
contrainte donné, la fraction surfacique de martensite est supérieure à la décharge (photo e) qu’à la
charge (photo c).
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Figure 95 : Observation des plaquettes de martensite lors d'un essai de compression
selon l'axe x
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Figure 96 : Observation des plaquettes de martensite lors d'un essai de compression
selon l'axe y
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Figure 97 : Observation des plaquettes de martensite lors d'un essai de bicompression
avec sxx = syy
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Figure 98 : Observation des plaquettes de martensite lors d'un essai non-proportionnel
carré de bicompression
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Figure 99 : Observation des plaquettes de martensite lors d'un essai non-proportionnel
en "L" de bicompression
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Nous avons également réalisé un essai de bicompression avec sxx = syy (Figure 97). On
observe que pour un même niveau de contrainte équivalente au sens de von Mises, la fraction
surfacique de martensite est bien supérieure à celle observée lors des deux essais de compression.
Cette observation est en accord avec les observations macroscopiques et en particulier avec la
surface de début de transformation qui montre que la pseudoélasticité ne suit pas un critère de type
von Mises. Les déformations atteintes sont également très différentes, la déformation équivalente de
von Mises maximale lors des essais de compression est d'environ 1 %, alors qu'elle est d'environ 2 %
pour l'essai de bicompression.
La Figure 98 et la Figure 99 montrent respectivement l’évolution des plaquettes de martensite
au cours d’un chargement non-proportionnel carré et en "L" de bicompression. On observe encore
que la fraction surfacique de martensite est bien supérieure à celles observées lors des essais de
compression uniaxiaux. On montre surtout, avec cet essai et ces observations, l’effet de l’histoire du
chargement sur l’état de la microstructure. En effet, il est important de constater la grande différence
de l’état du matériau pour un même état de contrainte de compression uniaxial de 175 MPa entre la
photo b et la photo f de la Figure 99.
Nous avons également reporté Figure 100 avec la même échelle les photos complètes à
charge maximale sur une même page afin de faciliter la comparaison : la photo A correspond à un
trajet proportionnel jusqu'à (sxx , syy) = (sM , 0), avec sM = -180 MPa, la photo B à un trajet
proportionnel jusqu'à (0 , sM), la photo C à un trajet proportionnel jusqu'à (sM , sM), la photo D à
un trajet non-proportionnel (0 , 0)-(sM , 0)-( sM , sM), la photo E à un trajet non-proportionnel
(0 , 0)- (sM , 0)-( sM , sM)-(0 , sM), et la photo F à un trajet non-proportionnel (0 , 0)- (sM , 0)-
( sM , sM)-( sM , 0).
Nous avons ensuite fait effectuer une mesure de l'orientation des principaux grains numérotés
(Figure 101 et Table 5) au centre de microscopie de Montpellier par S. Leclercq, que nous
remercions au passage. Ces orientations serviront à analyser quelles variantes de martensite sont
présentes dans chaque grain et de mieux comprendre les phénomènes de création-réorientation de
variantes.
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Figure 100 : Observation des plaquettes de martensite sous différents chargements
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Figure 101 : Numérotation des grains orientés
n° du grain j1 (°) j (°) j2 (°) erreur (°)
1 201.1 48.9 44.5 0.3
2 42.3 33.2 87.2 1.2
3 111.3 36.8 40.5 0.9
4 222.2 43.8 2.1 1.0
5 80.7 26.4 81.5 0.6
6 160.1 35.1 1.5 0.9
7 98.5 39.9 80.1 0.7
8 146.6 44.1 24.5 0.7
9 24.5 43.3 76.2 1.0
10 66.6 42.0 46.3 1.1
11 214.6 11.4 29.9 0.6
12 61.7 34.1 70.4 1.1
13 54.1 39.5 1.6 0.7
14 68.5 48.8 43.5 0.6
15 157.8 30.1 78.3 0.9
Table 5 : Angles d'Euler d'orientation des grains
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III-3 ESSAIS DE TRICOMPRESSION
III-3.1 Procédure expérimentale
Des essais de tricompression à 37°C ont été effectués. Nous avons pour cela monté le cube
en bicompression dans le plan (x, y), vérifié les conditions limites à l'aide de la méthode d'analyse
d'images présentée paragraphe III-2.1.4 puis monté le 3ème axe (z). L'axe z correspond à la direction
d'isotropie transverse du matériau. Une fois les 3 axes montés, il ne reste aucune face libre au cube,
nous ne pouvons donc pas vérifier que le 3ème axe est correctement monté, mais nous le supposerons
comme tel. Les contraintes sont évaluées par :
ï
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ï
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xx
a
F
a
F
a
F
(123)
où Fx, Fy, Fz sont respectivement l’effort selon l’axe x, y et z; et a est le côté du cube
(a = 20 mm).
Quant aux déformations, nous n'y avons pas accès car le cube n'a aucune face libre afin de
coller des jauges. Nous pouvons seulement mesurer le déplacement entre 2 vérins en vis à vis à l'aide
d'un capteur de déplacement de type LVDT (Figure 102). Nous avons tout de même essayé de
remonter aux déformations à partir des déplacements et des efforts, mais sans résultat probant.
Caméra CCD
Capteur LVDT Vérin
Eprouvette Structures de maintien
des capteurs LVDT
Figure 102 : (a) Montage de bicompression avec 2 capteurs LVDT (le 2ème est caché par le dispositif
expérimental), (b) montage de tricompression avec 3 capteurs LVDT
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III-3.2 Essais de tricompression sous chargement proportionnel
Nous avons réalisé 10 chargements proportionnels de tricompression à 37°C pilotés en
contrainte. Chaque essai consiste en une charge à partir de l'état de référence :
( ) ( )MPa5,MPa5,MPa5,, zzyyxx ---=sss (124)
jusqu'à la charge donnée Table 6 puis à une décharge jusqu'à l'état de référence. Chaque
cycle de charge-décharge dure environ 200 s, soit une vitesse d'environ 2 MPa/s pour l'essai de
compression. L'axe z d'isotropie transverse du matériau correspond évidemment à l'axe z des essais.
n° chargement 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
sxx (MPa) -5 -5 -200 -200 -200 -200 -200 -200 -200 -200
syy (MPa) -5 -200 -5 -200 -200 -100 -100 -100 -200 -200
szz (MPa) -200 -5 -5 -200 -100 -100 -50 -5 -50 -5
Table 6 : Charge maximale des 10 essais proportionnels de tricompression
Nous avons commencé par déterminer l'état de référence des capteurs de déplacement. En
effet, vu les phénomènes de mise en position qui apparaissent au début du chargement, la valeur des
capteurs de déplacement sous le chargement de référence ne peut être prise comme référence. Afin
de remédier à ce problème, nous avons utilisé le test de tricompression 4 (sxx = syy = szz) et nous
avons choisi la valeur de référence des capteurs de déplacement de façon à faire coïncider le point
maximal des courbes (ux, sxx), (uy, syy), et (uz, szz) (Figure 103). On peut remarquer sur cette
courbe que les raideurs des 3 axes sont sensiblement égales.
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Figure 103 : Essai de tricompression n°4 (sxx = syy = szz) : courbes contrainte/déplacement
La Figure 104 représente respectivement les courbes (ux, sxx), (uy, syy), et (uz, szz) des tests
1, 2 et 3. On constate une très bonne symétrie de comportement des axes x, y et une dissymétrie de
l'axe z, ce qui est normal car l'axe z correspond à l'axe d'isotropie transverse du matériau. Les
raideurs élastiques des 3 axes semblent quant à elles similaires.
La Figure 105 représente les courbes (ux, szz), (uy, szz), et (uz, szz) de l'essai 1.
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Figure 104 : Essai de tricompression n°1, 2 et 3 : courbes contrainte/déplacement
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Figure 105 : Essai de tricompression n°1 : courbes (ux, szz), (uy, szz), et (uz, szz)
III-3.3 Essais de tricompression sous chargement non-
proportionnel
Nous avons réalisé 2 chargements non-proportionnels de tricompression à 37°C (Figure
106a et Figure 107 a).
Les évolutions des déplacements sont représentées respectivement Figure 106b et Figure
107b, et les courbes (ux, sxx), (uy, syy), et (uz, szz) Figure 106c, Figure 107c, Figure 106d, Figure
107d, Figure 106e et Figure 107e.
L'exploitation de ces essais de tricompression aussi bien sous chargement proportionnel que
non-proportionnel est complexe, car nous n'avons pas accès aux déformations dans l'éprouvette.
Nous devons donc nous contenter d'utiliser ces essais afin de vérifier à posteriori un modèle de
comportement ou afin d'identifier les constantes matériau d'un modèle de comportement à l'aide d'une
procédure de méthode inverse. Ces 2 démarches sont des suites logiques qui pourraient être données
à ce travail.
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Figure 106 : Essai de tricompression non-proportionnel n°1 : (a) chargement, (b) réponse en
déplacement, (c) courbe (ux, sxx), (d) courbe (uy, syy), et (e) courbe (uz, szz)
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Figure 107 : Essai de tricompression non-proportionnel n°2 : (a) chargement, (b) réponse en
déplacement, (c) courbe (ux, sxx), (d) courbe (uy, syy), et (e) courbe (uz, szz)
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Chapitre IV 
Modélisation du Comportement Pseudoélastique
des AMF : Modèle Macroscopique
Phénoménologique
Ce chapitre a pour objet la modélisation du comportement pseudoélastique des AMF et la
construction d'un modèle macroscopique phénoménologique valable sur la base expérimentale
présentée lors des chapitres II et III. Ce modèle est bâti en trois étapes : la première étape consiste
en la construction du modèle sous chargement uniaxial de traction, et en particulier en la modélisation
de l’effet mémoire décrit paragraphe II-2.2.3 à l’aide de variables d’histoires. La deuxième étape
décrit la généralisation de ce modèle uniaxial à tout chargement proportionnel, à l’aide de la
construction d’une contrainte et d’une déformation équivalente. Enfin, la troisième étape généralise le
modèle à tout chargement proportionnel ou non-proportionnel en introduisant deux surfaces de
charges, l'une associée à la transformation directe et l'autre associée à la transformation inverse.
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IV-1 MODELISATION DU COMPORTEMENT PSEUDOELASTIQUE DES AMF
SOUS SOLLICITATION DE TRACTION UNIAXIALE
IV-1.1 Hypothèse et variables internes
Nous nous placerons dans le cadre des petites pertubations, et nous supposerons la
température homogène et constante au cours du chargement. En pratique, la transformation directe
étant exothermique et la transformation inverse endothermique, la vitesse de sollicitation doit être
suffisamment faible afin d'obtenir l'équilibre thermique à chaque instant. Par exemple, lors des essais
des chapitres II et III, la température de l'éprouvette ne varie pas de plus d'un degré (Figure 50).
Nous avons supposé le comportement élastique de l’austénite et de la martensite identique.
Ceci nous permet d’effectuer une partition de la déformation totale e en une déformation élastique ee
et une déformation de transformation e tr :
tre e+e=e (125)
où la déformation élastique ee est reliée à la contrainte s à l’aide du module de Young E par :
E
e s=e (126)
Nous supposerons également qu’il y a proportionnalité entre la déformation de transformation
e tr et la fraction volumique de martensite z [VAC91] :
z.tr g=e (127)
Où g est la déformation pseudoélastique maximale, en effet z est compris entre z = 0, pour un
état purement austénitique, et z = 1, pour un état purement martensitique.
La température étant supposée constante, la déformation totale e est la seule variable
observable, et nous choisirons la déformation de transformation e tr comme seule variable interne. La
fraction volumique de martensite z n'est donc pas une variable interne, mais simplement une
commodité d'écriture déterminée à partir de la variables interne e tr à l'aide de la relation (127).
Nous utiliserons également 2 grandeurs scalaires x1 et x2, similaires à des écrouissages
cinématiques uniaxiaux en plasticité, l’une pour la transformation directe austénite®martensite (x1) et
l’autre pour la transformation inverse martensite®austénite (x2) (Figure 108). Ces grandeurs n'ont
pas le statut de variables internes, car elles seront entièrement déterminées de façon explicite (IV-
1.3) à partir de la variable interne e tr et des variables d'histoire. Elles ne sont que des commodités
d'écriture afin de simplifier les équations du modèle.
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Figure 108 : Principe des 2 grandeurs cinématiques et domaine d'élasticité
En effet, afin de modéliser les effets mémoires décrits paragraphes II-2.2.3, nous utiliserons
des variables d’histoire, notées h. Le modèle ainsi écrit est donc un modèle héréditaire [ORT92],
dont la réponse dépend à la fois des variables internes mais également des variables d'histoire. Ces
variables d'histoire n'évoluent pas de façon continue, elles sont constantes par morceau.
Pratiquement, elles correspondent à des valeurs minimales et maximales de z atteintes lors du
chargement ayant précédé l'instant étudié.
Ces variables d'histoire permettent de modéliser de façon exacte les phénomènes de points
mémoire décrits paragraphe II-2.2.3, mais le nombre de ces variables d'histoire peut tendre vers
l'infini lors d'un chargement uniaxial complexe. Il est donc nécessaire lors de l'introduction de ce genre
de modèle dans un code de calcul par éléments finis d'en limiter le nombre en faisant une
approximation sur la réponse donnée par le modèle (§ V-1.1).
IV-1.2 Construction du modèle macroscopique
phénoménologique uniaxial
L'objectif de ce paragraphe est de construire un modèle de comportement macroscopique
phénoménologique uniaxial capable de rendre compte de l'effet mémoire et du domaine d'élasticité
décrits paragraphe II-2.
IV-1.2.1 Courbe de premier chargement
DéformationO
A
B
C
D
E
critère de
transformation :
directe
inverse
Contrainte
s0
Xmax
DX
1 z
O,A
B,C
D
E
Xmax
DX
x
x1=Xmax .f(z)
x2-2.s0=Xmax.f(z)-DX
x2-2.s0 x1
r2(z)
r1(z)
-a- -b-
Figure 109 : Courbe de traction (a) dans le plan (e , s) et (b) dans le plan (z , x)
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La courbe de premier chargement est la courbe OABC (Figure 109). Entre O et A, le
comportement est supposé élastique, et le point A est défini par :
( ) 0A s=s (128)
où s0 est un paramètre du matériau. La transformation directe débute en A, elle est décrite à
l’aide d’une surface de charge f1 :
011 xf s--s= (129)
Le critère de transformation directe sera donc :
0f1 =     &    0f1 =& (130)
L'évolution de x1 est choisie sous la forme :
( )zf.Xx max1 = (131)
avec
( )
( )î
í
ì
=
=
11f
00f (132)
et Xmax est un paramètre du matériau.
La transformation complète est alors atteinte en B, tel que :
( ) max0 XB +s=s (133)
Et la déformation est calculée par :
z.
E
tre g+
s
=e+e=e (134)
Si le chargement se poursuit au-delà du point B, le comportement est alors élastique avec
z = 1 et la déformation vaut :
g+
s
=e
E
(135)
IV-1.2.2 Courbe de première décharge après transformation totale
La courbe de première décharge est la courbe CDEO (Figure 109).
Entre C et D, le comportement reste élastique, et le point D est défini par :
( ) ( ) XXXBD max0 D-+s=D-s=s (136)
où DX est un paramètre du matériau.
La transformation inverse commence en D et est décrite à l’aide d’une surface de charge f2 :
022 xf s--s= (137)
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Le critère de transformation inverse sera donc :
0f 2 =     &    0f 2 =& (138)
L'évolution de x2 est choisie sous la forme :
( ) Xzf.X.2x max02 D-+s= (139)
Donc le point D est défini par :
( ) ( ) ( ) XXDxD0Df max0022 D-+s=s-=sÞ= (140)
La transformation inverse se termine en E tel que :
( ) ( ) ( ) XExE0Ef 0022 D-s=s-=sÞ= (141)
Puis, lors du trajet EO, le comportement est purement élastique avec z = 0.
IV-1.2.3 Domaine d’élasticité
Afin de déterminer le domaine d’élasticité à un moment quelconque du chargement ou du
déchargement, nous avons besoin d’expliciter l’évolution de x2 et de x1, respectivement lors de la
charge et de la décharge.
Lors de la première charge, l’évolution de x2 est donnée par :
( )zr.2xx 2012 -s+= (142)
où r2 est une fonction devant vérifier les conditions :
( )
( )
( )
( )î
í
ì
D=
D=
Þ
î
í
ì
=
=
X1r
X0r
0Df
0Ef
2
2
2
2 (143)
La forme de la fonction r2 dépend du matériau, un exemple est représenté Figure 110.
1
z
DX
r2(z)
r1(z)
0
Figure 110 : Exemple de fonctions r1(z) et r2(z)
De la même façon, lors de la première décharge, l’évolution de x1 est donnée par :
( )zr.2xx 1021 +s-= (144)
où r1 est une fonction devant vérifier les conditions :
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( )
( )
( )
( )î
í
ì
D=
D=
Þ
î
í
ì
=
=
X1r
X0r
0Bf
0Af
1
1
1
1 (145)
La forme de la fonction r1 dépend du matériau, un exemple est représenté Figure 110.
IV-1.2.4 Courbe de charge ou décharge partielle
Si lors de la première charge, le chargement est stoppé en B’ (Figure 111), la décharge est
élastique sur B’D’, la transformation inverse débute en D’ puis se poursuit jusqu’en E’. La position
de D’ dépend de l’évolution de x2 lors de la transformation directe AB’. La cinétique de
transformation inverse sur D'E' dépend de l'évolution de x2 et la taille du domaine d'élasticité de celle
de x1. Ces cinétiques seront décrites ultérieurement.
Soit maintenant le trajet OABCDE” (Figure 111). Lors de la recharge à partir de E”, le
comportement est élastique jusqu’en A” puis la transformation directe débute en A’ et se poursuit
jusqu’en B”. La position  de A” dépend de l’évolution de x1 lors de la transformation inverse DE”. La
cinétique de transformation directe sur A"B" dépend de l'évolution de x1 et la taille du domaine
d'élasticité de celle de x2. Ces cinétiques seront décrites ultérieurement.
DéformationO
A
B
C
D
E
Contrainte
B"B'
D'
E'
E"
A"
1 z
O,A
B,C
D
E
x
x1
x2-2.s0
B"B'
D'
E' E"
A"
-a- -b-
Figure 111 : Courbe de traction avec charge et décharge partielle (a) dans le plan (e , s) et (b) dans
le plan (z , x)
IV-1.2.5 Cas du Cu-Al-Be
 Détermination de r1(z) :
Nous avons constaté paragraphe II-2.2.4 que l’ensemble des points présentant une
transformation directe lors d’une charge, est situé à droite de la droite (D1) (Figure 112). La fonction
r1(z) est donc choisie de telle façon à rendre compte de ce phénomène.
Lors d’une décharge CDE, (x1) évolue de telle façon à être égal à (x2-2.s0) pour tout point
situé à droite de (D1), c’est-à-dire pour tout M(z , (x2-2.s0)) tel que  (x2-2.s0) ³ s1(z) où :
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( ) z.zs1 l-= (146)
est l’équation de la droite (D1), avec l un paramètre du matériau. Et x1 évolue sur la droite
(D1) pour tout point situé à gauche de (D1), c’est-à-dire pour tout M(z , (x2-2.s0)) tel que (x2-
2.s0) £ s1(z). La fonction r1(z) est donc de la forme donnée Figure 113a. Ce choix conduit à une
fonction r1 discontinue, car r1 est égal à zéro à gauche de z = 1 et vaut 1 en z = 1. Mais il serait facile
de la rendre continue en définissant une évolution très rapide de r1 lorsque z tend vers 1. Afin de ne
pas ajouter de nouvelles constantes matériau, nous garderons l'évolution de r1 avec une discontinuité
en z = 1.
Si lors de la décharge CDE, la décharge est stoppée en E” (Figure 112), alors la recharge qui
suivra :
· sera élastique si E” est compris entre C et D.
· sera pseudoélastique si E” est compris entre D et R1 et la transformation directe débutera
dès le point E”.
· sera élastique si E” est compris entre R1 et E, jusqu’à atteindre la droite (D1) où la
transformation directe débutera.
DéformationO
A
B
C
D
E
Contrainte
B"
B',D'
E'
E",A" (D2)
(D1)
R1
R2
1 zO,A
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D
E
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x2-2.s0
B"
B',D'
E' E",A"
A" (D2)
(D1)
R1
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-a- -b-
Figure 112 : Courbe de traction dans le cas du Cu-Al-Be et zone de charge et décharge élastique (a)
dans le plan (e , s) et (b) dans le plan (z , x)
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non continue
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E
A D
fonction non
continue
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r2(0)=1
-a- -b-
Figure 113 : Forme de la fonction (a) r1(z) et (b) r2(z) dans le cas du Cu-Al-Be
 Détermination de r2(z) :
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Par analogie avec la droite (D1), nous supposons qu’il existe une droite (D2) (Figure 112) tel
que la décharge des points situés à sa gauche provoque une transformation inverse immédiate, et que
la décharge des points situés à sa droite soit élastique. Ceci est une hypothèse que nous n'avons pas
vérifiée expérimentalement, mais qui nous permet de symétriser le modèle en z.
Lors de la charge ABC, (x2-2.s0) évolue donc de telle façon à être égal à x1 pour tout point
situé à gauche de (D2), c’est-à-dire pour tout M(z , x1) tel que x1 £ s2(z) où :
( ) ( )z1.XXzs max2 -l+D-= (147)
est l’équation de la droite (D2). Et (x2-2.s0) évolue sur la droite (D2) pour tout point situé à
droite de (D2), c’est-à-dire pour tout point M(z , x1) tel que x1 ³ s2(z). La fonction r2(z) est donc de
la forme donnée Figure 113b. Comme pour r1, ce choix conduit à une fonction r2 discontinue, car r2
est égal à zéro à droite de z = 0 et vaut 1 en z = 0. Mais, mais il serait facile de la rendre continue en
définissant une évolution très rapide de r2 lorsque z tend vers 0. Afin de ne pas ajouter de nouvelles
constantes matériau, nous garderons l'évolution de r2 avec une discontinuité en z = 0.
Si lors de la charge ABC, la charge est stoppée en B' (Figure 112), alors la décharge qui
suivra :
· sera élastique si B' est compris entre O et A.
· sera pseudoélastique si B' est compris entre A et R2, et la transformation inverse débutera
dès le point B'.
· sera élastique si B' est compris entre R2 et B, jusqu’à atteindre la droite (D2) où la
transformation inverse débutera.
 Mise en équation de l’effet mémoire :
L’effet mémoire que nous allons modéliser est illustré Figure 114 et est également décrit
paragraphe II-2.2.3. Nous avons choisi de modéliser cet effet mémoire à l'aide de variables d'histoire
en se plaçant dans le cadre d'un modèle héréditaire. L'inconvénient est le nombre de variables
d'histoire qui peut devenir très grand, et l'écriture de la cinétique de transformation est donc
complexe. Mais l'avantage est d'obtenir une cinétique qui reste stable, c'est-à-dire sans aucune dérive
du type déformation progressive, même pour un trajet de chargement très complexe. Ceci se révélera
très important lors de la généralisation du modèle uniaxial au cas des chargements multiaxiaux non-
proportionnels.
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Figure 114 : Principe de l'effet mémoire (a) dans le plan (e , s) et (b) dans le plan (z , x)
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Nous allons pour cela commenter le chemin de chargement (Figure 114) :
O ® A1 ® A2 ® A3 ® A4 ® A5 ® A6 ® A7 ® A8
Par souci de simplicité, l’évolution de x1 et x2 sera tracée dans le plan (z , x) où x est défini
par x = x1 lors d’une charge et x = x2-2.s0 lors d’une décharge.
Entre O et A1, le comportement est élastique. La transformation directe commence en A1 et
se poursuit jusqu’en A2, où le sens de chargement est inversé. Le point A2 est donc un maximum de
la courbe, c'est un PMMa dont l'abscisse z(A2) doit être stockée par le modèle. La transformation
inverse débute alors en A2 et se poursuit jusqu’en A3, où le sens de chargement est inversé. Le point
A3 est donc un PMMi et z(A3) est mémorisé par  le modèle. Lors du trajet A3A4, le modèle possède
donc un PMMa z(A2) et un PMMi z(A3). Si le chargement était poursuivi au-delà du point A4, la
courbe irait rejoindre le point A2. Lors du trajet A4A5, le modèle possède deux PMMa z(A2) et z(A4)
et un PMMi z(A3). Si le déchargement était poursuivi au-delà du point A5, la courbe irait rejoindre le
point A3. Puis lors du trajet A5A6, le modèle possède deux PMMa z(A2) et z(A4) et deux PMMi
z(A3) et z(A5).
Une fois le point A4 atteint, la boucle A4A5A6 est refermée, les points mémoires
correspondants oubliés et entre A6 et A7 le modèle possède un PMMa z(A2) et un PMMi z(A3). La
charge est poursuivie jusqu’à atteindre le point A2, la boucle A2A3A7 est alors refermée, les points
mémoires correspondants oubliés et entre A7 et A8 le modèle ne possède plus de point mémoire, il a
rejoint la courbe de première charge.
 Mise en équation de l’évolution des grandeurs cinématiques lors d’un chargement
 Evolution de x1 lors d’un chargement
Nous allons expliciter l’évolution de x1 dans un cas général. Soit l'histoire du chargement
suivante : Charge de O(z = 0 , x = 0) à M1(zM(1) , xM(1)) puis décharge de M1 à m1(zm(1) , xm(1)),
puis charge de m1 à M2(zM(2) , xM(2)), ............. , puis charge de mi-1 à Mi, puis décharge de Mi à
mi, et enfin recharge à partir de mi (Figure 115a). Les variables d’histoires sont donc :
)i(z,.............................,)1(z:PMMa
)i(z,..............................,)1(z:PMMi
MM
mm (148)
La cinétique de x1 est définie de telle façon à démarrer en mi lorsque z est égal à zm(i) et à
terminer en Mi lorsque z est égal à zM(i). Les équations qui suivent ont été établies dans ce but.
L’évolution de x1 est définie par (Figure 115a) :
( )
( ) ( ))i(x)i(x)i(f
f
)i(xx mM
M
1
m1 -a
a
+= (149)
Où a1 est définie tel que :
( )
( )î
í
ì
a==a
==a
)i()i(zz
0)i(zz
MM1
m1 (150)
et linéaire en z d'où :
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( ))i(zz.
)i(z)i(z
)i(
m
mM
M
1 --
a
=a (151)
Lors de la première charge, a1 est égal à z, donc :
)1(z)1( MM =a (152)
Puis aM(i) est défini par récurrence :
)1j(z)1j(z
)1j(z)j(z
).1j()j(
mM
mM
MM ---
--
-a=a (153)
Quant à xm(i) et xM(i), ils peuvent être décrits par récurrence que nous développerons
ultérieurement.
zmi (zm(i),xm(i))
x Mi (zM(i),xM(i))
zmi (zm(i),xm(i))
x Mi+1 (zM(i),xM(i))
-a- -b-
Figure 115 : Principe du point mémoire (a) maximum et (b) minimum
 Cas particulier de charge élastique
Si le point mi se situe à gauche de la droite (D1) (Figure 116a) alors la charge est élastique
entre mi et mi’, et la valeur de xm(i) dans l’équation doit être remplacée par ( ) ( ))i(zsmx m1'i =  d’où :
( )
( ) ( )
*
mM
M
1*
m1 x)i(x)i(f
f
xx -
a
a
+= (154)
avec :
( )[ ])i(zs;)i(xmaxx m1m*m = (155)
Le cas de la première charge (131) peut alors rentrer dans ce cadre avec :
î
í
ì
=
D-=
î
í
ì
=a=
=
maxM
m
MM
m
X)0(x
X)0(x
&
1)0()0(z
0)0(z (156)
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Figure 116 : Cas particulier (a) de charge élastique et (b) de décharge élastique
 Cas particulier de recharge avec décharge élastique
Si le point Mi se situe à droite de la droite (D2) (Figure 116b), alors la décharge est élastique
entre Mi et M'i, puis la transformation inverse démarre en M'i, et la courbe vise le point mi-1. La
décharge est alors stoppée en mi et il y a rechargement à partir de ce point. Lors de cette recharge,
le point visé Mi+1 est un point intermédiaire entre Mi et M'i qui vérifie les conditions :
ïî
ï
í
ì
¾¾¾ ®¾
¾¾ ®¾
-®+
®+
imm1i
i'Mm1i
MM
'MM
1ii
ii (157)
Nous choisissons :
( ) ( ) ( )( ))i(zs)i(x.
)1i(z)i(z
)i(z)i(z
)i(zsMx M2M
mM
mM
M21i ---
-
+=+ (158)
L’équation devient alors :
( )
( ) ( )
*
m
*
M
M
1*
m1 xx)i(f
f
xx -
a
a
+= (159)
avec :
( )[ ])i(x;Mxminx M1i*M += (160)
 Evolution de x2 lors d’un chargement
L’évolution de x2 lors d’un chargement, c’est-à-dire lorsque f1 = 0, est donnée presque tout
le temps par :
012 .2xx s+= (161)
Les seuls points ne vérifiant pas cela sont ceux situés à droite de (D2) (Figure 116b). Dans ce
cas :
( )zs.2x 202 +s= (162)
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Par exemple, lors du trajet [ ]i1i M'm - , x1 évolue sur l’arc [ ]i1i M'm -  alors que x2 évolue sur
[ ]i1i 'M'm -
L’évolution de x2 lors d’une charge s’écrit donc :
( )[ ]zs;xmin.2x 2102 +s= (163)
 Mise en équation de l’évolution des grandeurs cinématiques lors d’un déchargement
 Evolution de x2 lors d'un déchargement :
Nous allons expliciter l’évolution de x2 dans un cas général. Soit l'histoire du chargement
suivante : Charge de O(z = 0 , x = 0) à M1(zM(1) , xM(1)) puis décharge de M1 à m1(zm(1) , xm(1)),
puis charge de m1 à M2(zM(2) , xM(2)), ............. , puis décharge de Mi à mi, puis charge de mi à
Mi+1 et enfin décharge à partir de Mi+1 (Figure 115b). Les variables d’histoires sont donc :
)1i(z,.............................,)1(z:PMMa
)i(z,..............................,)1(z:PMMi
MM
mm
+
(164)
La cinétique de x2 est définie de telle façon à démarrer en Mi+1 lorsque z est égal à zM(i+1) et
à terminer en mi lorsque z est égal à zm(i). Les équations qui suivent ont été établies dans ce but.
L’évolution de x2 est définie par (Figure 115b) :
( )
( ) ( ))i(x)1i(x)i(1f
1f
)1i(x.2x mM
m
2
M02 -+a-
a-
-++s= (165)
où a2 est défini tel que :
( )
( )î
í
ì
a==a
=+=a
)i()i(zz
1)1i(zz
mm2
M2 (166)
et linéaire en z d'où :
( )z)1i(z.
)i(z)1i(z
)i(1
1 M
mM
m
2 -+-+
a-
-=a (167)
Lors de la première décharge, a2 est égal à z / zM(1), donc :
)1(z
)1(z
)1(
M
m
m =a (168)
Puis am(i) est défini par récurrence :
( )
)1j(z)1j(z
)1j(z)j(z
.)1j(11)j(
mM
mM
mm ---
--
-a--=a (169)
 
 Cas particulier de décharge élastique
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Si le point Mi se situe à droite de la droite (D2) (Figure 116b), alors la décharge est élastique
entre Mi et M’i, et la valeur de xM(i) de l’équation doit être remplacée par ( ) ( ))i(zsMx M2'i =  d’où :
( )
( ) ( ))i(xx)i(1f
1f
x.2x m
*
M
m
2*
M02 -a-
a-
-+s= (170)
avec :
( )[ ])i(zs;)i(xminx M2M*M = (171)
Le cas de la première décharge (139) peut alors rentrer dans ce cadre avec :
î
í
ì
=
D-=
î
í
ì
=a=
=a=
maxM
m
MM
mm
X)0(x
X)0(x
&
1)0()0(z
0)0()0(z (172)
 Cas particulier de décharge avec charge élastique
Si le point mi se situe à gauche de la droite (D1) (Figure 116a), alors la charge est élastique
entre mi et m’i, puis la transformation directe  démarre en m’i, et la courbe vise le point Mi. La
charge est alors stoppée en Mi+1 et il y a déchargement à partir de ce point. Lors de cette décharge,
le point visé mi+1 est un point intermédiaire entre mi et m’i qui vérifie les conditions :
ïî
ï
í
ì
¾¾¾ ®¾
¾¾¾ ®¾
®+
®+
+
+
iMM1i
i'mM1i
mm
'mm
i1i
i1i (173)
Nous choisissons :
( ) ( ) ( )( ))i(x)i(zs.
)i(z)i(z
)i(z)1i(z
)i(zsmx mm1
mM
mM
m11i --
-+
+=+ (174)
L’équation devient alors :
( )
( ) ( )
*
m
*
M
m
2*
M02 xx)i(1f
1f
x.2x -
a-
a-
-+s= (175)
avec :
( )[ ])i(x;mxmaxx m1i*m += (176)
 Evolution de x1 lors d’une décharge
L’évolution de x1 lors d’une décharge, c’est-à-dire lorsque f2 = 0, est donnée presque tout le
temps par :
021 .2xx s-= (177)
Les seuls points ne vérifiant pas cela sont ceux situés à gauche de (D1) (Figure 116a). Dans
ce cas :
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( )zsx 11 = (178)
Par exemple, lors du trajet [ ]ii m'M , x2 évolue sur l’arc [ ]ii m'M  alors que x2 évolue sur
[ ]'m'M ii
L’évolution de x1 lors d’une décharge s’écrit donc :
( )[ ]zs;.2xmaxx 1021 s-= (179)
 Calcul de xm(i) et xM(i) par récurrence :
La valeur de xm(i) est définie comme x2 lors d'une décharge (à 2.s0 près) :
( )
( ) ( )ïî
ï
í
ì
-
-a-
a-
-=
D-=
*j
m
*j
M
m
m*j
Mm
m
xx.
)1j(1f
)j(1f
x)j(x
X)1(x
(180)
et :
( ) ( )( )
( )[ ]ïî
ï
í
ì
=
ú
û
ù
ê
ë
é
----
---
--
+-=
)j(zs;)j(xminx
)1j(x;)1j(x)1j(zs.
)1j(z)1j(z
)1j(z)j(z
)1j(zsmaxx
M2M
*j
M
mmm1
mM
mM
m1
*j
m (181)
Et la valeur de xM(i) est définie comme x1 lors d'une charge :
( )
( ) ( )ïî
ï
í
ì
-
-a
a
+=
=
*j
m
*j
M
M
M*j
mM
maxM
xx.
)1j(f
)j(f
x)j(x
X)1(x
(182)
et :
( )[ ]
( ) ( )( )ï
î
ï
í
ì
ú
û
ù
ê
ë
é
----
---
---
+-=
--=
)1j(x;)1j(zs)1j(x.
)2j(z)1j(z
)1j(z)1j(z
)1j(zsminx
)1j(zs;)1j(xmaxx
MM2M
mM
mM
M2
*j
M
m1M
*j
m
(183)
IV-1.3 Résumé des équations du modèle de pseudoélasticité des
AMF sous chargement uniaxial
 Charge :
L’histoire d’une charge s’écrit :
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)i(z,.............................,)1(z:PMMa
)i(z,..............................,)1(z:PMMi
MM
mm (184)
avec :
î
í
ì
=
D-=
î
í
ì
=
=
maxM
m
M
m
X)0(x
X)0(x
&
1)0(z
0)0(z (185)
Le critère de charge :
011 xf s--s= (186)
L’évolution des grandeurs cinématiques :
( )
( )[ ]î
í
ì
+s=
=
zs;xmin.2x
h,zGx
2102
11 (187)
avec :
( ) ( )( ) ( )
*
m
*
M
M
1*
m1 xx)i(f
f
xh,zG -
a
a
+= (188)
où :
( )[ ]
( ) ( )( )ï
î
ï
í
ì
ú
û
ù
ê
ë
é
-
--
-
+=
=
)i(x;)i(zs)i(x.
)1i(z)i(z
)i(z)i(z
)i(zsminx
)i(zs;)i(xmaxx
MM2M
mM
mM
M2
*
M
m1m
*
m
(189)
et :
( ))i(zz.
)i(z)i(z
)i(
m
mM
M
1 --
a
=a (190)
où aM(i) est défini par récurrence :
ï
î
ï
í
ì
---
--
-a=a
=a
)1j(z)1j(z
)1j(z)j(z
).1j()j(
1)0(
mM
mM
MM
M
(191)
Et xm(i) et xM(i) sont définis par récurrence à l'aide des équations (180), (181), (182) et
(183).
 Décharge :
L’histoire d’une décharge s’écrit :
)1i(z,.............................,)1(z:PMMa
)i(z,..............................,)1(z:PMMi
MM
mm
+
(192)
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avec :
î
í
ì
=
D-=
î
í
ì
=
=
maxM
m
M
m
X)0(x
X)0(x
&
1)0(z
0)0(z (193)
Le critère de décharge :
022 xf s--s= (194)
L’évolution des grandeurs cinématiques :
( )
( )[ ]î
í
ì
s-=
=
zs;.2xmaxx
h,zGx
1021
22 (195)
avec :
( ) ( )( ) ( )
*
m
*
M
m
2*
M2 xx)i(1f
1f
xh,zG -
a-
a-
-= (196)
où :
( ) ( )( )
( )[ ]ïî
ï
í
ì
++=
ú
û
ù
ê
ë
é
-
-
-+
-=
)1i(zs;)1i(xminx
)i(x;)i(x)i(zs.
)i(z)i(z
)i(z)1i(z
)i(zsmaxx
M2M
*
M
mmm1
mM
mM
m1
*
m (197)
et :
( )z)1i(z.
)i(z)1i(z
)i(1
1 M
mM
m
2 -+-+
a-
-=a (198)
où aM(i) est défini par récurrence :
( )ï
î
ï
í
ì
--
-
-a--=a
=a
)1j(z)j(z
)j(z)j(z
.)1j(11)j(
0)0(
mM
mM
mm
m
(199)
Et xm(i) et xM(i) sont définis par récurrence à l'aide des équations (180), (181), (182) et
(183).
IV-1.4 Identification du modèle uniaxial et simulation
L'objectif de ce paragraphe est l'identification des paramètres matériau du modèle
précédemment exposé et la simulation des essais de traction du paragraphe II-2.
La première étape est le choix de la forme de la fonction f(z). Cette fonction doit vérifier :
( )
( )î
í
ì
=
=
11f
00f (200)
Chapitre IV: Modélisation Phénoménologique                                                                              
- 144 -
Afin de simplifier le problème, elle est choisit symétrique entre z et (1-z) :
)z(f1)z1(f -=- (201)
et sous la forme d'un polynôme de degré 3, d'où :
÷
÷
ø
ö
ç
ç
è
æ
+÷
ø
ö
ç
è
æ -+÷
ø
ö
ç
è
æ -=
8
1
2
1
z.nz.
4
n
1)z(f
3
(202)
où n est un coefficient matériau compris entre 0 et 4 (Figure 117).
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Figure 117 : Effet du coefficient n sur la fonction f(z)
Les paramètres matériau sont donc au nombre de 8 :
· Le module d'Young : E
· Le coefficient de Poisson : n
· La contrainte de début de transformation : s0
· La déformation de transformation maximale : g
· Le coefficient de la fonction f(z) : n
· La valeur maximale des grandeurs cinétiques : Xmax
· La différence de la grandeur cinétique entre une charge et décharge complète : DX
· La pente du domaine élastique dans le plan (e , s) : l
Afin d'éviter les phénomènes d'accommodation lors de la répétition des cycles, ces
coefficients sont identifiés à l'aide de l'enveloppe des essais de traction 1 à 5 (Figure 51).
Le module d'Young a été mesuré à l'aide de la pente de la charge de l'essai 1 à E = 68 GPa.
Le coefficient de Poisson a été estimé à n = 0.3. La pente du domaine élastique dans le plan (e , s) a
été évaluée à l = 50 GPa. En pratique, nous utilisons plutôt cette même pente l' dans le plan (z , x)
soit :
GPa7.1
E
11
' =
+
l
g
=l (203)
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Ensuite, la charge de la courbe enveloppe des essais de traction 1 à 5 permet de déterminer :
s0 =115 MPa, g = 5.85 %, Xmax = 270 MPa, n = 2, et la décharge DX = 250 MPa. Un résumé de
tous ces paramètres est donné Table 7.
E
(GPa)
n s0
(MPa)
g
(%)
n Xmax
(MPa)
DX
(MPa)
l
(GPa)
Essai de traction 68 0.3 115 5.85 2 270 250 50
Table 7 : Coefficients matériau du modèle phénoménologique uniaxial de l'alliage Cu-Al-Be
La courbe enveloppe expérimentale utilisée pour l'identification et la simulation sont
évidemment en bon accord (Figure 118). Nous avons ensuite simulé l'essai 3 (Figure 119a) et l'essai
5 (Figure 119b) qui permettent de faire ressortir l'effet du point mémoire. Les simulations sont en bon
accord avec l'expérimental. Lors de ces 2 trajets, la déformation résiduelle expérimentale, c'est-à-
dire la déformation sous contrainte nulle, est non nulle. Le modèle rend bien compte de ce
phénomène, en simulant une fraction volumique de martensite résiduelle, c'est-à-dire que la fraction
volumique de martensite ne revient pas à zéro après la décharge. Ceci correspond bien au
phénomène physique.
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Figure 118 : Simulation et expérience de la courbe enveloppe des essais de traction 1 à 5
0
50
100
150
200
250
0 1 2 3
Déformation (%)
C
on
tra
in
te
 (
M
Pa
)
Cu-Al-Be (n°1)
@ 50°C
Expérience
Modèle
0
50
100
150
200
250
300
350
0 1 2 3 4 5
Cu-Al-Be (n°1)
@ 50°C
Déformation (%)
C
on
tr
ai
nt
e 
(M
Pa
)
Expérience
Modèle
-a- -b-
Chapitre IV: Modélisation Phénoménologique                                                                              
- 146 -
Figure 119 : Simulation et expérience de l'essai de traction (a) n°3 et (b) n°5
En conclusion, ce modèle du comportement pseudoélastique sous chargement uniaxial rend
bien compte des effets d'histoire, et ne compte que 8 paramètres, ce qui est relativement faible. De
plus, l'identification de ces 8 paramètres est simple car leurs effets sont pour la plupart découplés les
uns des autres.
IV-1.5 Cadre thermodynamique et dissipation intrinsèque
Le but de ce paragraphe est de définir complètement le cadre thermodynamique du modèle
précédemment présenté. Nous avons besoin pour cela de définir l'énergie libre d'un élément de
volume représentatif en fonction des valeurs des variables internes (e et e tr) et de l'histoire du
chargement (h) [LEM85], [GER73]. Cette énergie libre y est décomposée en une partie élastique
yélastique et une partie stockée ystockée :
stockéeélastique y+y=y (204)
La partie élastique est prise sous la forme :
( )2trélastique .E.2
1
e-e=y (205)
et la partie stockée ne dépend que de la variable interne e tr et de l'histoire h :
)h,z(H.stockée g=y (206)
où z est défini à l'aide de e tr par :
g
e
=
tr
z (207)
et H est une fonction de z et de h.
Les forces thermodynamiques associées à e et à e tr sont donc respectivement la contrainte s
et une force thermodynamique généralisée p  :
( )
ï
ï
î
ïï
í
ì
+s-=
e¶
y¶
=p
e-e=
e¶
y¶
=
e¶
y¶
=s
)h,z(
dz
dH
.E
tr
trélastique
(208)
Il reste à régler le problème de l'histoire. Elle est considérée comme un ensemble de
paramètres de l'énergie libre, et à ce titre ne possède pas de force thermodynamique associée et
n'intervient donc pas dans la dissipation [GUE80b], [ORT92].
Nous supposerons le découplage entre la dissipation intrinsèque et la dissipation thermique, le
second principe de la thermodynamique nous impose alors de vérifier que la dissipation intrinsèque
reste toujours positive ou nulle [LEM85], [GER73].
La dissipation intrinsèque D vaut :
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z..
dz
dH
.z.
dz
dH
.z...D tr &&&&&& pg-=÷
ø
ö
ç
è
æ -sg=g-es=y-es= (209)
Le terme tr.es &  représente l'énergie fournie par le chargement et le terme dzdH.z.&g  l'énergie
stockée par le matériau. Lors d'un cycle complet, c'est-à-dire lorsque z varie de 0 à zmax puis à 0,
l'énergie intrinsèque dissipée par le matériau est égale à l'aire d'hystérésis [GUE80a], [MUL91]. Le
problème est alors de séparer ce qui a été dissipé lors de la charge et ce qui a été dissipé lors de la
décharge. Nous prendrons comme hypothèse que la dissipation intrinsèque est nulle lors de la charge
et que toute l'aire d'hystérésis est dissipée lors de la décharge. Cela ne veut pas dire que le matériau
ne dissipe pas à la charge, car la dissipation thermique est quant à elle strictement positive en charge
et en décharge. Cette hypothèse étant faite, on peut facilement représenter l'évolution de H(z , h) lors
d'un chargement quelconque (Figure 120) et le calculer (Figure 121).
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Figure 120 : Energie stockée et énergie dissipée lors d'un essai de traction
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Figure 121 : Simulation d'un essai de traction (a) courbe (e , s) et (b) énergies fournie, stockée et
dissipée
Lors d'une charge :
s=)h,z(
dz
dH (210)
or f1 est égal à zéro donc :
)h,z(G 10 +s=s (211)
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où G1 est défini équation (188), d'où :
)h,z(G)h,z(
dz
dH
10 +s=s= (212)
On retrouve bien que la dissipation intrinsèque lors d'une charge est nulle :
( ) 0)h,z(G.z.D 10 =-s-sg= & (213)
Et lors d'une décharge :
*)h,z(
dz
dH
s= (214)
où s* est la contrainte avec la même valeur de z lors du chargement précédent la décharge :
)h,z(G *10
* +s=s (215)
et h* est défini par l'histoire du matériau à laquelle a été ôté le dernier maximum, d'où :
)h,z(G)h,z(
dz
dH *
10
* +s=s= (216)
Or lors d'une décharge, f2 est égale à zéro, donc :
)h,z(G 20 +s=s (217)
où G2 est défini équation (196). D'où :
( ) 0)h,z(G)h,z(G.z.
dz
dH
.z.D *12 ³-g=÷
ø
ö
ç
è
æ -sg= && (218)
La dissipation intrinsèque lors d'une décharge est donc bien positive ou nulle, et est égale à
l'aire d'hystérésis.
IV-2 MODELISATION DU COMPORTEMENT PSEUDOELASTIQUE DES
AMF SOUS CHARGEMENT MULTIAXIAL PROPORTIONNEL
Notre objectif est de modéliser le comportement pseudoélastique des AMF sous chargement
multiaxial proportionnel en utilisant le modèle uniaxial proposé précédemment. Lors d'un chargement
proportionnel, les directions des contraintes et des déformations de transformation restent constantes.
Un essai proportionnel peut donc être vu comme un essai uniaxial dans un plan contrainte
équivalente/déformation équivalente. Il est donc nécessaire de définir une contrainte équivalente et
une déformation équivalente adéquates pour la pseudoélasticité des AMF.
La surface de charge de transformation directe devient donc :
01eq1 xf s--s= (219)
où seq est une contrainte équivalente qui reste à définir.
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IV-2.1 Contrainte équivalente et domaine de transformation
initial
Afin de définir cette contrainte équivalente, nous avons utilisé la surface de début de
transformation. En effet lorsque le matériau est purement austénitique, son comportement est
élastique et donc x1 = 0. L’équation de cette surface s’écrit donc :
0f 0eq1 =s-s= (220)
Il suffit alors d’utiliser les courbes expérimentales données Figure 88. Ces résultats montrent
une dissymétrie entre la contrainte de début de transformation en traction et en compression. La
contrainte équivalente de von Mises est donc insuffisante pour décrire ce phénomène. Si de plus nous
supposons le matériau isotrope, ce qui est raisonnable pour les essais de traction-pression interne et
de bicompression, alors la contrainte équivalente ne dépend que des trois invariants du tenseur des
contraintes :
· Le premier est la pression hydrostatique normée par la contrainte de von Mises :
( )
s
s
=
tr
.
3
1
P (221)
· Le deuxième est la contrainte de von Mises :
( ) ( )ss=s dev:dev.
2
3 (222)
· Le troisième est l’angle entre sI et la contrainte s dans le plan du déviateur des
contraintes (Figure 14) :
( )( )
).3cos(
devdet
.
2
27
y 3 q=
s
s
=s (223)
La contrainte équivalente peut donc s’écrire :
( )ss=s y,,Pfonctioneq (224)
Mais tous les essais expérimentaux que nous avons réalisés sont des essais en contrainte
planes, il existe donc une relation entre les trois invariants du tenseur des contraintes (Figure 122) :
( )2P.31.P.
2
9
y -=s (225)
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Figure 122 : Relation entre le 1er et le 3ème invariant du tenseur des contraintes lors d'un essai en
contraintes planes
Il est alors impossible, avec les essais réalisés, de différencier l’effet du premier et du
troisième invariant.
En pratique, la variation de volume lors de la transformation de phase étant faible (inférieure à
0.3% [GAL98]), nous négligeons l’effet de la pression hydrostatique et nous écrivons la contrainte
équivalente sous la forme :
( )ss=s yf.eq (226)
où f est une fonction qui doit permettre de vérifier la convexité de la surface de début de
transformation (220).
Un choix pratique pour f consiste à adopter une fonction qui nous permette de passer du cas
limite où il n’y a pas de dissymétrie traction-compression au cas où la dissymétrie traction-
compression est maximale. En effet, la surface devant rester convexe, la dissymétrie traction-
compression est bornée (Figure 123 et Figure 124).
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Figure 123 : Fonction f(ys) utilisée pour définir la contrainte équivalente
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Figure 124 : Contrainte équivalente (a) dans le plan du déviateur des contraintes et (b) dans un plan
(s1 , s2)
La dissymétrie maximale est donc donnée par un triangle équilatéral dans le plan du déviateur
des contraintes et :
2
maxtraction
ncompressio =
s
s
(227)
la fonction f(ys) s’écrit alors :
( ) ( )÷
ø
ö
ç
è
æ= ss 3
ycosa
cosyf T (228)
Quant au cas limite du critère de von Mises, il correspond à :
( ) 1yf M =s (229)
une solution simple pour f s’écrit alors (Figure 123 et Figure 124) :
( ) ( )( )÷
ø
ö
ç
è
æ --= ss 3
y1.a1cosa
cosyf (230)
Elle consiste simplement à dilater l’axe des abscisses de la fonction fT(ys) en gardant f(1) = 1.
Le coefficient a ainsi défini est un paramètre matériau variant entre 0 et 1 :
Si a = 1 alors :
( ) ( ) ( )sss =÷
ø
ö
ç
è
æ= yf
3
ycosa
cosyf T (231)
et la dissymétrie traction-compression est maximale :
2
traction
ncompressio =
s
s (232)
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Et si a = 0 alors :
( ) ( )ss == yf1yf M (233)
et la dissymétrie traction-compression est nulle :
1
traction
ncompressio =
s
s (234)
La contrainte équivalente est donc définie par :
( ) ( )( )÷
ø
ö
ç
è
æ --s=s=s ss 3
y1.a1cosa
cos.yf.eq (235)
La comparaison entre cette modélisation et l'expérience est donnée Figure 128.
Cette forme de la contrainte équivalente a été déterminée en cherchant un critère capable
d'obtenir à la fois une dissymétrie traction-compression minimale (égale à 1) et maximale (égale à 2)
tout en restant convexe. Cette solution n'est évidemment pas unique.
Lexcellent et al. [LEX99] définissent une contrainte équivalente sous la forme :
( ) )y.a1.(yf.eq ss +s=s=s (236)
où a est un paramètre du matériau. Mais cette forme ne permet pas d'obtenir une dissymétrie
traction-compression maximale tout en restant convexe, cette dissymétrie est comprise entre 1 et
1.286.
Patoor et al. [PAT95b] définissent une contrainte équivalente sous la forme :
( ) ss +s=s=s y.a1.yf.eq (237)
où a est un paramètre du matériau. Mais la dissymétrie est comprise entre 1 et 1.342.
Auricchio et al. [AUR97b] utilisent une contrainte équivalente de type Drucker-Prager :
)P.b1.(eq +s=s (238)
où b est un paramètre du matériau. Mais cette contrainte équivalente dépend de la trace des
contraintes, ce qui est expérimentalement discutable. Ils utilisent également une contrainte équivalente
de type Drucker-Prager généralisée :
( ) ( ) P.by.a1.P.byf. neq ++s=+s=s ss (239)
où a, b et n sont des paramètres du matériau. Ce genre de contrainte équivalente est en
général utilisée afin de modéliser la variation de volume lors de la transformation de phase par
l'intermédiaire du coefficient b. Ce coefficient est donc fixé expérimentalement et ne peut donc pas
servir à modéliser la dissymétrie traction-compression.
Une autre solution afin d'obtenir la forme de la surface de début de transformation est
l'utilisation d'un modèle micro-macro. Par exemple, Arbab Chinari et Patoor [ARB00] détermine
celle d'un Cu-Zn-Al (Figure 29) et Lexcellent et al. [LEX01] celle d'un Cu-Al-Be (Figure 30). La
forme de ces surfaces est qualitativement en accord avec la forme de la surface proposée.
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IV-2.2 Evolution du critère de transformation directe
Le critère de transformation directe est donc défini par (Figure 125a) :
01eq1 xf s--s= (240)
et celui de transformation inverse par :
02eq2 xf s--s= (241)
L'évolution de ces critères est déterminée par l'intermédiaire des cinétiques de x1 et x2 définies
dans le cas uniaxial, et la direction de l'écoulement par la normale à la contrainte équivalente (Figure
125b).
seq
0
x1 x2
Domaine d'élasticité
f1£0
f2£0
2.s0 2.s0 seq = cte
qO sI
sII
sIII
s
N
K//etr
x1+s0
-a- -b-
Figure 125 : (a) Principe du modèle multiaxial proportionnel et (b) direction d'écoulement
Il reste alors à définir la fraction volumique de martensite z afin d’écrire l’évolution de x1 et x2.
En uniaxial, on a :
z.tr g=e (242)
Ce que l’on généralise en multiaxial par :
z.treq g=e (243)
Il est donc nécessaire de définir une déformation de transformation équivalente.
IV-2.3 Déformation équivalente
L’égalité entre le travail de transformation et le travail équivalent de transformation au sens de
von Mises vérifié expérimentalement paragraphe II-3.2.5 :
Wdt.
dt
d
.dt.:W
t
0
tr
t
0
tr =
e
s=es= òò & (244)
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suggère d’utiliser la même égalité entre le travail de transformation et le travail de
transformation équivalent, au sens de la contrainte équivalente précédemment définie, afin de définir
une déformation équivalente :
eq
t
0
tr
eq
eq
t
0
tr Wdt.
dt
d
.dt.:W =
e
s=es= òò & (245)
ou encore l’égalité entre les puissances :
dt
d
.:
tr
eq
eq
tr es=es & (246)
Si de plus, on suppose le taux de déformation de transformation normal à la surface de
transformation f1, ou à f2, ce qui est équivalent (Figure 125b) :
K
f1tr ×l=
s¶
¶
×l=e &&& (247)
avec :
( ) ( )sss s¶
¶
s+
s¶
s¶
=
s¶
s¶
=
s¶
¶
= y'f.
y
.yf.
f
K eq1 (248)
Or :
ï
ï
î
ï
ï
í
ì
÷
ø
ö
ç
è
æ --
s
=
s¶
¶
=
s¶
s¶
s
s I.
3
2
N.yN.3.
.2
9y
N.
2
3
2
(249)
où l&  est le multiplicateur plastique, I le tenseur identité d’ordre 2 et N est défini par :
( )
s
s
=
dev
N (250)
D'où :
( ) ( ) ÷
ø
ö
ç
è
æ --×+××= sss I.3
2
N.yN.3.y'f
2
9
Nyf
2
3
K 2 (251)
l’équation (246) devient alors :
eq
tr
eq K:
dt
d
s
s×l
=
e & (252)
or :
0I.
3
2
N.yN.3:N 2 =÷
ø
ö
ç
è
æ -- s (253)
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d'où :
l=
e &
dt
d treq (254)
De plus, si l’on multiplie l’équation (247) par elle-même :
( )
( ) ( ) ú
û
ù
ê
ë
é
÷
ø
ö
ç
è
æ --÷
ø
ö
ç
è
æ --+l=
×l=ee
ssss I.3
2
N.yN.3:I.
3
2
N.yN.3.)y('f.9N:N).y(f.
4
9
.
K:K:
22222
2trtr
&
&&&
(255)
or
( )
ï
ï
ï
ï
î
ïï
ï
ï
í
ì
=
=
==
=
s
9
2
N:N
0N:I
y.
9
2
NtraceN:N
3
2
N:N
22
32
(256)
d’où :
( ) ( )( ) ( )222
trtr
eq
y1.y'f.9yfdt
d
sss -+
e
=
e & (257)
Or pour un chargement proportionnel, N est constant, donc K l’est aussi, donc ys est
constant et la direction de tre&  est constante, celle de e tr l’est donc également (Figure 125b). D’où :
dt
d trtr e=e& (258)
Et donc :
( ) ( )( ) ( )222
tr
tr
eq
y1.y'f.9yf sss -+
e
=e (259)
En effet, tre  et treqe  restent toujours positifs. Ce résultat avait déjà été établi par Raniecki &
Lexcellent [RAN98].
Ceci permet de définir une déformation équivalente, différente de celle de von Mises.
L’inconvénient de cette déformation équivalente est qu’elle dépend de la contrainte. Mais dans le cas
d’un chargement proportionnel, la direction de s est constante, ys est donc constant et le
dénominateur de la déformation équivalente est constant. Il est donc possible de le déterminer à partir
de e tr, qui reste de direction constante lors d’un chargement proportionnel et plus particulièrement à
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partir de trye , où trye  est le troisième invariant du tenseur des déformations de transformation défini
de telle façon à varier entre –1 et 1 :
( )trtr .3cos)det(.4y 3
tr
tr
ee
q=
e
e
= (260)
trye  reste donc constant lors d’un chargement proportionnel, il ne dépend que de la direction
de e tr. Or cette direction est donnée par K, et e tr et K sont donc colinéaires, d’où (Figure 126) :
( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ÷÷
÷
ø
ö
çç
ç
è
æ
÷
÷
ø
ö
ç
ç
è
æ
-+
+=Þ
÷
÷
ø
ö
ç
ç
è
æ
s
s
+=Þ
s+q=q=q
sss
s
se
se
se
222
K
y1.y'f.9yf
yf
cosa.3ycosacosy
K:
K:
cosa.3ycosaycosa
K,angle
tr
tr
tr
(261)
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Figure 126 : Relation (a) entre qs et qK et (b) entre ys et trye
Si l’on voulait déterminer explicitement treqe  en fonction de e
tr, il faudrait donc inverser
l’équation (261) afin de déterminer ys en fonction de trye  puis injecter ys dans l’équation (260). En
pratique, nous nous limiterons à utiliser l’approximation suivante (Figure 127a) :
( ) ( )( ) ( )
( )
( )1f
yf
y1.y'f.9yf
1 tr
222 -
-
»
-+
e
sss
(262)
On peut montrer que pour la fonction f(ys) proposer équation (230), l’erreur reste inférieure à
2.5% (Figure 127b) quelle que soit la valeur de a entre 0 et 1.
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Figure 127 : Simulation de (a) l'approximation (262) et (b) erreur commise
La déformation de transformation équivalente est donc définie par :
( )
( )1f
yf
.
trtrtr
eq -
-
e=e e (263)
Et la fraction volumique de martensite, par :
g
e
=
tr
eqz (264)
IV-2.4 Résumé des équations du modèle de pseudoélasticité des
AMF sous chargement multiaxial proportionnel
Le modèle de comportement de la pseudoélasticité des AMF sous chargement proportionnel
est donc entièrement déterminé par :
ï
î
ï
í
ì
g
e
=
s-e=e-e=e -
tr
eq
1etr
z
:L
(265)
En charge :
La surface de charge est définie par :
01eq1 xf s--s= (266)
L'évolution de x1 et x2 par :
( )
[ ]î
í
ì
+s=
=
)z(s;xmin.2x
h,zGx
2102
11 (267)
Et l'écoulement par :
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K
f eq1tr ×l=
s¶
s¶
×l=
s¶
¶
×l=e &&&& (268)
or
K:K
z.
z.
tr
tr
eq
e
g
=lÞg=e
&& (269)
avec :
( ) ( ) ( ) ( )÷ø
ö
ç
è
æ +---×+×-××
-
=
e¶
e¶
= eeeeeee IN.yN.2.y'f2Nyf3
2
1f
1
K trtrtrtrtrtrtr
2
tr
tr
eq (270)
Et :
( )ïî
ï
í
ì
=
e
e
=
ee
e
trtr
tr
Ndet.4y
N
tr
tr
(271)
D’où :
( )
( ) ( ) ( )( ) ( )222 y1.y'f.9yf
1
.
1f
yf
.
3
2
K:K
tr
tr
sss
e
e
-+-
-
= (272)
Donc en utilisant l’approximation (262), on obtient :
1K:K tr »e (273)
Et ce pour tout chargement proportionnel.
D'où :
K.z.tr && g=e (274)
En décharge
La surface de décharge est définie par :
02eq2 xf s--s= (275)
L'évolution de x1 et x2 par :
( )
[ ]î
í
ì
s-=
=
)z(s;.2xmaxx
h,zGx
1021
22 (276)
Et l'écoulement par :
Kz.
f2tr ×g=
s¶
¶
×l=e &&& (277)
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 Remarque
On peut évidemment montrer que le cas uniaxial est un cas particulier du cas multiaxial
proportionnel :
si : 
ú
ú
ú
û
ù
ê
ê
ê
ë
és
=s
000
000
00
 avec s > 0       alors :      s=s=seq
et :      
ú
ú
ú
û
ù
ê
ê
ê
ë
é
-
-=
2/100
02/10
001
K
Donc : 
ú
ú
ú
û
ù
ê
ê
ê
ë
é
e-
e-
e
=e
2/00
02/0
00
tr
tr
tr
tr       et : z.trtrtreq g=e=e=e            ( car e
tr > 0 )
IV-2.5 Identification du modèle multiaxial proportionnel et
simulation
Nous avons réalisé l'identification du modèle sous chargement multiaxial proportionnel et la
simulation des essais de traction-pression interne et de bicompression.
Le comportement élastique du matériau est supposé isotrope avec E = 75 GPa et n = 0.3.
Le seul paramètre supplémentaire entre le modèle uniaxial et le modèle multiaxial
proportionnel est le coefficient a intervenant dans la définition de la contrainte et de la déformation
équivalente. Ce paramètre est identifié à l'aide de la surface de début de transformation déterminée
en traction-pression interne et en bicompression (Figure 128) : a = 0.7.
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Figure 128 : Surface de début de transformation normée expérimentale et simulée des essais de
bicompression et de traction-pression interne
Nous avons également besoin d'identifier s0 pour chaque type d'essai, car s0 varie avec la
température et avec les températures de transformation des matériaux : s0 = 65 MPa pour les essais
de traction-pression interne et s0 = 105 MPa pour les essais de bicompression. En pratique, si l'on
voulait modéliser la pseudoélasticité sous différentes températures, il serait nécessaire de déterminer
l'évolution de s0 avec la température.
Un résumé de toutes les constantes du modèle sous chargement multiaxial proportionnel est
donné Table 8.
E
(GPa)
n s0
(MPa)
g
(%)
n Xmax
(MPa)
DX
(MPa)
l
(GPa)
a
Essai de traction 68 0.3 115 5.85 2 270 250 50 ´
Traction-pression
interne
75 0.3 65 5.85 2 270 250 50 0.7
Bicompression 75 0.3 105 5.85 2 270 250 50 0.7
Table 8 : Coefficients matériau du modèle phénoménologique multiaxial proportionnel de l'alliage de
Cu-Al-Be
Nous avons réalisé la simulation des essais proportionnels de traction-pression interne n°5 et
n°18 (Figure 129). Les courbes (1) et (2) de la Figure 129 représentent respectivement les courbes
(ezz , szz) et (eqq , sqq) du trajet n°5 et les courbes (3) et (4) les courbes (ezz , szz) et (eqq , sqq) du
trajet n°18. Les simulations sont en bon accord avec l'expérience.
Nous avons également réalisé la simulation des essais proportionnels de bicompression n°1, 5
et 9 (Figure 130). Les essais n°1 et 9 consistent respectivement en des compressions selon les axes x
et y. Les courbes (exx , sxx) et (eyy , sxx) du trajet n°1 et les courbes (exx , syy) et (eyy , syy) du
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trajet n°9 sont représentés Figure 130a. Les simulations sont en bon accord avec l'expérience.
L'essai n°5 consiste en un essai de bicompression equibiaxé (sxx = syy). Les courbes (exx , sxx) et
(eyy , syy) sont représentées Figure 130b. On constate une différence entre la réponse des 2 axes
due à l'histoire du matériau, cependant la simulation est en assez bon accord avec l'expérience.
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Figure 129 : Essais proportionnels expérimentaux et simulés n° 5 et 18 de traction-pression interne
-150
-100
-50
0
-0,3 -0,2 -0,1 0
Cu-Al-Be (n°2)
@ 35°C
Expérience
Modèle
Déformation (%)
C
on
tr
ai
nt
e 
(M
Pa
)
-200
-150
-100
-50
0
-0,5 -0,25 0 0,25
Cu-Al-Be (n°2)
@ 35°C
Contrainte
longitudinale
Expérience
Modèle
Déformation (%)
C
on
tr
ai
nt
e 
(M
Pa
)
Contrainte
transversale
-a- -b-
Figure 130 : Essais proportionnels expérimentaux et simulés de bicompression : (a) essais n° 1 et 9 et
(b) essai n°5
Nous nous sommes ensuite intéressés aux essais de traction-torsion, et en particulier à la
surface de début de transformation. Cette surface normée grâce à l'essai de traction et la simulation
avec un paramètre a = 0.7 sont tracées Figure 131. Le modèle proposé est visiblement incapable de
modéliser les essais de traction-torsion. Ceci est dû à l'anisotropie qui existe en torsion par rapport à
la traction. Afin de prendre en compte cette anisotropie, il faudrait modifier la contrainte équivalente
en y ajoutant un paramètre d'anisotropie. On peut remarquer au passage que cela modifierait
également la définition de la déformation équivalente. La modification de la contrainte équivalente doit
s'effectuer à la fois sur le 2ème invariant du tenseur des contraintes, ce qui est classique [LEM85], et à
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la fois sur le 3ème invariant du tenseur des contraintes, ce qui est moins classique. Malheureusement,
nous n'avons pas eu le temps de nous pencher plus sérieusement sur ce problème.
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Figure 131 : Surface de début de transformation normée des essais de traction-torsion et simulation
IV-2.6 Cadre thermodynamique et dissipation intrinsèque
Le cadre thermodynamique proposé dans le cas uniaxial est directement généralisable au cas
des chargements multiaxiaux proportionnels.
Les variables internes sont la déformation e et la déformation de transformation e tr. La
fraction volumique de martensite est définie par l'équation (264). L'énergie libre est définie par :
( ) ( ) )h,z(H.:L:.
2
1 trtr
stockéeélastique g+e-ee-e=y+y=y (278)
Les forces thermodynamiques associées à e et à e tr sont respectivement la contrainte s et une
force thermodynamique généralisée p  :
( )
ï
ï
î
ï
ï
í
ì
+s-=
e¶
y¶
=p
e-e=
e¶
y¶
=
e¶
y¶
=s
e trK).h,z(dz
dH
:L
tr
trélastique
(279)
La dissipation intrinsèque D vaut alors :
dz
dH
.z.::D tr &&&& g-es=y-es= (280)
Le terme tr: es &  représente l'énergie fournie par le chargement et le terme dzdH.z.&g
l'énergie stockée par le matériau. Or lors d'un chargement proportionnel :
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Kz.tr ×g=e && (281)
D'où :
÷
ø
ö
ç
è
æ -sg=
dz
dH
.z.D eq& (282)
Lors d'une charge, H(z , h) est défini par :
)h,z(G)h,z(
dz
dH
10eq +s=s= (283)
Et la dissipation intrinsèque lors d'une charge est nulle :
( ) 0)h,z(G.z.D 10eq =-s-sg= & (284)
Et lors d'une décharge, H(z , h) est définie par :
)h,z(G)h,z(
dz
dH *
10
*
eq +s=s= (285)
où *eqs  est la contrainte équivalente au même z lors du chargement précédent la décharge et
h* est défini par l'histoire du matériau moins le dernier maximum. D'où :
( ) 0)h,z(G)h,z(G.z.D *12 ³-g= & (286)
exactement comme dans le cas d'un chargement uniaxial. La dissipation intrinsèque lors d'une
décharge est donc bien positive ou nulle, et est égale à l'aire d'hystérésis.
IV-3 MODELISATION DU COMPORTEMENT PSEUDOELASTIQUE DES
AMF SOUS CHARGEMENT MULTIAXIAL PROPORTIONNEL ET NON-
PROPORTIONNEL
Notre objectif est de modéliser le comportement pseudoélastique des AMF sous chargement
multiaxial proportionnel et non-proportionnel en utilisant le modèle multiaxial proportionnel proposé
précédemment.
Les essais expérimentaux des paragraphes II-3.3 et III-2.2.2 montrent que l'écoulement ne
reste pas normal à la surface de début de transformation lors d'un chargement non-proportionnel. Les
2 grandeurs scalaires x1 et x2 sont donc insuffisantes pour modéliser ces chargements. Nous avons
donc remplacé ces 2 grandeurs scalaires par 2 variables tensorielles X1 et X2, comparables à des
écrouissages cinématiques en plasticité. La direction de ces 2 tenseurs traduit l'orientation moyenne
de toutes les variantes de martensite.
Ce modèle est donc thermodynamiquement très différent du modèle sous chargement
proportionnel, car les grandeurs X1 et X2 introduites sont des variables internes à part entière (ou des
forces thermodynamiques associées, ce qui est similaire), contrairement à x1 et x2 qui étaient
déterminées de façon explicite à partir des variables internes et d'histoire.
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IV-3.1 Transformation directe
La surface de transformation directe est définie par :
( ) 0eq11 Xf s--s= (287)
avec :
( )
( )
( )
ï
ï
ï
î
ï
ï
ï
í
ì
-s
-s
=
=
-s=-s
1
1
1
11
11eq1
X
Xdev
N
Ndet.
2
27
y
)y(f.XX
(288)
et bien sûr :
( )
÷
ø
ö
ç
è
æ --=
3
)y1.(a1cosa
cos)y(f 11 (289)
comme défini au paragraphe IV-2.1.
De même, la fraction volumique de martensite z est définie comme dans le cas d'un
chargement multiaxial proportionnel :
z.treq g=e (290)
Et l'écoulement est supposé normal à la surface de charge :
1
1tr K
f
×l=
s¶
¶
×l=e &&& (291)
avec :
( ) ( ) ÷
ø
ö
ç
è
æ --×+××= I.
3
2
N.yN.3.y'f
2
9
Nyf
2
3
K 11
2
11111
(292)
Or si l'on dérive l'équation (290) par rapport au temps :
z.:K trtr && g=ee (293)
avec :
( ) ( ) ( ) ( )÷ø
ö
ç
è
æ +---×+×-××
-
=
e¶
e¶
= eeeeeee IN.yN.2.y'f2Nyf3
2
1f
1
K trtrtrtrtrtrtr
2
tr
tr
eq (294)
Et :
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( )ïî
ï
í
ì
=
e
e
=
ee
e
trtr
tr
Ndet.4y
N
tr
tr
(295)
D’où :
trK:K
z.
1 e
g
=l
&& (296)
Et :
1
1
tr K.
K:K
z.
tre
g
=e
&& (297)
Il reste alors à définir l'évolution de X1, c'est-à-dire 1X& . On constate lors des essais
proportionnels du paragraphe II-3.2 que la direction de l'écoulement reste constante tout au long de
la charge. Afin de vérifier cela, X1 doit rester colinéaire à dev(s). En pratique, on choisit :
1
1
1
1 N.)y(f
z).h,z(g
X
&& = (298)
où la fonction g1(z , h) est définie par la cinétique du cas uniaxial (§ IV-1.3) :
)h,z(
dz
dG
)h,z(g 11 = (299)
En effet, avec ce choix, X1, dev(s) et dev(s-X1) restent colinéaires tout au long d'un
chargement proportionnel. Le tenseur K1 reste donc constant et la direction de l'écoulement l'est
donc également. Quant à la norme de 1X& , elle est définie de telle façon à suivre la cinétique définie
dans le cas d'un chargement proportionnel. Dans ce cas, la direction de s et de X1 restent constantes
:
ïî
ï
í
ì
=
s=s
111
1
N.XX
N.
&&
(300)
De plus, lors d'une transformation directe :
( )
1
1
1
11111
1
1
1
N.
)y(f
)h,z(g
dt
d
N:K.XN:K.
dt
d
X:
f
0f
=
s
Þ
=
s
Þ
-s
s¶
¶
==
&
&&&
(301)
D'où :
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z).h,z(g
dt
d
1
eq &=
s (302)
On retrouve donc bien la cinétique du cas proportionnel.
En résumé, la transformation directe est définie par :
( )
ï
ï
ï
ï
î
ïï
ï
ï
í
ì
=
g=e
g
=e
s--s=
e
1
1
1
1
tr
eq
1
1
tr
0eq11
N.
)y(f
z).h,z(g
X
z.
K.
K:K
z.
Xf
tr
&&
&
&
(303)
Il ne reste plus qu'à déterminer l'évolution de X2 lors d'une charge, ce qui sera traité
ultérieurement.
IV-3.2 Transformation inverse
La 1ère idée que nous avons eue pour la surface de transformation inverse a été une surface
avec la même forme que f1 :
( ) 0eq22 Xf s--s= (304)
Mais cela pose un problème, car il est alors difficile de revenir à déformation de
transformation nulle, sous contrainte et fraction volumique de martensite nulle, après un trajet de
chargement complexe. En effet, on vérifie expérimentalement, qu'après un trajet de chargement
complexe, la déformation revient à zéro sous charge nulle dans le cas où il n'y a pas de martensite
résiduelle.
Une solution simple pour revenir à déformation nulle est d'imposer la colinéarité de e tr et de
tre&  tout au long de la transformation inverse. Comme de plus, la déformation de transformation
équivalente est proportionnelle à la fraction volumique de martensite, la déformation de
transformation reviendra à zéro sous s et z nuls.
Si de plus l'écoulement est supposé normal à la surface de transformation inverse, cette
dernière doit rester en permanence normale à la déformation de transformation. La surface de
transformation inverse est donc choisie comme une droite de normale la déformation de
transformation (Figure 132) et dont la distance avec X2 vaut s0 :
( ) 0tr
tr
22 :Xf s-
e
e
-s-= (305)
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Figure 132 : Principe du modèle multiaxial non-proportionnel
L'écoulement est alors défini par :
tr
tr
2tr f
e
e
×l-=
s¶
¶
×l=e &&& (306)
Or :
tr
tr
K:
.z.
z.:K
z.
tr
tr
tr
tr
eq
e
e
e
eg-
=lÞ
g=eÞ
g=e
&&
&& (307)
Et :
( )
z.:.
3
yf
.
)1(f
2
K: treq
tr
tr
tr
tr tr
tr g=e=e
e
e-
-
=e ee (308)
D'où :
trtr .
z
z
e=e
&
& (309)
On vérifie bien que lors d'une transformation inverse, tre&  est dans la direction opposée à e tr
(car z&  < 0).
Il reste alors à définir l'évolution de X2, c'est-à-dire 2X& .
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Ce dernier est choisi de telle manière à rester colinéaire à X1 tout au long d'un trajet
proportionnel. Cela impose en particulier à X2 de rester colinéaire à X1 lors de la transformation
directe et à X1 de rester colinéaire à X2 lors de la transformation inverse.
Nous choisissons :
2
2
2
2 N.)y(f
z).h,z(g
X
-
-
=
&& (310)
où la fonction g2(z , h) est définie par la cinétique du cas uniaxial (§ IV-1.3) :
)h,z(
dz
dG
)h,z(g 22 = (311)
et :
( )
( )ï
ï
î
ïï
í
ì
=
-s
-s
=
22
2
2
2
Ndet.
2
27
y
X
Xdev
N
(312)
Avec ce choix, X1, X2, N1, et N2 restent constamment colinéaires lors d'un chargement
proportionnel et la direction de l'écoulement reste donc constante.
Quant à la norme de 2X& , elle est définie de telle façon à suivre la cinétique définie dans le cas
du chargement proportionnel. Dans ce cas, la direction de s et de X2 restent constantes :
ïî
ï
í
ì
=
s=s
222
2
N.XX
N.
&&
(313)
De plus, lors d'une transformation inverse :
( )
2
2
2
2
tr
22
tr
2
2
2
N.
)y(f
)h,z(g
dt
d
N:.XN:.
dt
d
X:
f
0f
-
=
s
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e=e
s
Þ
-s
s¶
¶
==
&
&&&
(314)
avec bien sûr :
0
dt
d
<
s
    et    0z <& (315)
Or :
12 yy -= (316)
D'où :
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z).h,z(g
dt
d
2
eq &=
s (317)
On retrouve donc bien la cinétique du cas proportionnel.
En résumé, la transformation inverse est définie par :
( )
ï
ï
ï
ï
î
ï
ï
ï
ï
í
ì
-
-
=
g=e
e=e
s-
e
e
-s-=
2
2
2
2
tr
eq
trtr
0tr
tr
22
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)y(f
z).h,z(g
X
z.
.
z
z
:Xf
&&
&
&
(318)
Il ne reste plus qu'à déterminer l'évolution de X1 lors d'une décharge, ce qui sera traité dans le
paragraphe suivant.
IV-3.3 Relation entre les 2 variables cinématiques
Le modèle de comportement proposé est géré à l'aide de 2 surfaces de charges, une pour la
transformation directe et une pour la transformation inverse. Le domaine d'élasticité est donc
l'intersection de ces 2 surfaces de charges (Figure 132). Cette intersection doit donc être non nulle.
Afin d'assurer cette condition, nous avons choisi de piloter la distance entre X1 et X2 en imposant une
relation entre ces 2 grandeurs. Cette relation permettra donc de définir l'évolution de X2 lors d'une
transformation directe et celle de X1 lors d'une transformation inverse.
Par souci de simplicité, nous avons également choisi de garder X1 et X2 colinéaires pour tout
trajet de chargement proportionnel ou non-proportionnel.
Nous choisissons lors d'une transformation directe :
[ ]212211
1
1
12 HHHXXH.
X
X
XX ---+-+= (319)
où 11 XH - , 22 HX - , 21 HH -  sont respectivement la distance entre X1 et H1, X2 et H2,
H1 et H2.
La distance entre X1 et H1 est caractérisée par :
( )
( )( )11
0
11
0eq11
XHyf
XH
XH
-
s
=-Þ
s=-
(320)
or :
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( )
( )
1
1
X
0
11
X11
yf
XH
yXHy
s
=-Þ
=-
(321)
La distance entre X2 et H2 est définie par :
( )
)cos(
HX
:HX
0
22
0
tr
22
a
s
=-Þ
s=e-
(322)
où a est l'angle entre (X2-H2) et e tr, donc entre X2 et e tr, d'où :
2tr X
q-q=a
e
(323)
où treq  est l'angle entre l'axe sI et e
tr, et 
2X
q entre l'axe sI et X2.
Et la distance entre H1 et H2 est liée à la fonction r2(z , h) introduite dans le cas uniaxial (§ IV-
1.2) :
( )
( )( )21
2
21
2eq21
HHyf
)h,z(r
HH
)h,z(rHH
-
=-Þ
=-
(324)
or :
( )
( )
1
1
X
2
21
X21
yf
)h,z(r
HH
yHHy
=-Þ
=-
(325)
Et la fonction r2(z , h) est définie comme dans le cas uniaxial par :
î
í
ì
>-=
£=
)z(sxsi)z(sx)h,z(r
)z(sxsi0)h,z(r
21212
212 (326)
En pratique, il n'est pas nécessaire d'utiliser x1, car :
)h,z(Gx 11 = (327)
D'où :
î
í
ì
>-=
£=
)z(s)h,z(Gsi)z(s)h,z(G)h,z(r
)z(s)h,z(Gsi0)h,z(r
21212
212 (328)
Et lors d'une transformation inverse, nous choisissons de la même façon :
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[ ]212211
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2
21 HHHXXH.
X
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XX ---+-+= (329)
avec :
( )( ) ( )
( )ï
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ï
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í
ì
q-q
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=-
e 2tr
2
X
0
22
X
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11
0
11
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HX
yfXHyf
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(330)
Et la distance entre H1 et H2 est liée à la fonction r1(z , h) introduite dans le cas uniaxial (§ IV-
1.2) :
( )
( )( ) ( )
2X
1
21
1
21
1eq21
yf
)h,z(r
HHyf
)h,z(r
HH
)h,z(rHH
=
-
=-Þ
=-
(331)
avec :
î
í
ì
<s-s--=
³s-=
)z(s).2x(si).2x()z(s)h,z(r
)z(s).2x(si0)h,z(r
1020211
1021 (332)
C'est-à-dire :
î
í
ì
<s-s--=
³s-=
)z(s).2)h,z(G(si).2)h,z(G()z(s)h,z(r
)z(s).2)h,z(G(si0)h,z(r
1020211
1021 (333)
En résumé, lors d'une transformation directe, X2 est défini par :
( ) ( )úúû
ù
ê
ê
ë
é
q-q
s
+
-s
+=
e 1tr1 X
0
X
20
1
1
12 cosyf
)h,z(r
.
X
X
XX (334)
et lors d'une transformation inverse, X1 est défini par :
( ) ( )úúû
ù
ê
ê
ë
é
q-q
s
+
-s
-=
e 2tr2 X
0
X
10
2
2
21 cosyf
)h,z(r
.
X
X
XX (335)
 Cas particulier :
Si lors d'une transformation directe, x1 est négatif, c'est-à-dire si X1 et X2 sont de part et
d'autre du point O, alors la formule (334) doit être modifiée par :
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En effet :
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yy
(337)
Car dans ce cas, c'est la direction donnée par (-X1) qui permet de définir X2.
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IV-3.4 Résumé du modèle de la pseudoélasticité des AMF sous
chargement multiaxial non-proportionnel
Partition des déformations :
tr1tre :L e+s=e+e=e - (338)
Fraction volumique de martensite :
g
e
=
tr
eqz (339)
Transformation directe :
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avec : s = signe(G1(z , h))
Transformation inverse :
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IV-3.5 Simulation du modèle multiaxial non-proportionnel
Le modèle sous chargement multiaxial non-proportionnel ne nécessite aucune constante
supplémentaire par rapport au cas multiaxial proportionnel. Les paramètres matériau sont donc au
nombre de 9 et sont donnés Table 8.
Nous avons réalisé la simulation du trajet non-proportionnel carré de traction-pression interne
(Figure 61). Le chemin de chargement et l'écoulement expérimentaux sont représentés sur la figure
(a) et la simulation sur la figure (b). Les réponses en déformation expérimentales et simulées sont
représentées figure (c) et les courbes contrainte/déformation figures (d) et (e). La simulation est en
bon accord avec l'expérience.
Nous avons également simulé 2 trajets non-proportionnels triangulaires de bicompression
(Figure 134 et Figure 135). Le chemin de chargement et l'écoulement expérimentaux sont
représentés sur les figures (a) et les simulations sur les figures (b). Les réponses en déformation
expérimentales et simulées sont représentées figures (c) et les courbes contrainte/déformation figures
(d) et (e). Les simulations sont en bon accord avec l'expérience.
Chapitre IV: Modélisation Phénoménologique                                                                              
- 175 -
-50
0
50
100
150
200
-50 0 50 100 150 200
Cu-Al-Be (n°1)
@ 32°C
szz (MPa)
s q
q (
M
Pa
)
Expérience
-50
0
50
100
150
200
-50 0 50 100 150 200
Modèle
Cu-Al-Be (n°1)
@ 32°C
szz (MPa)
s q
q (
M
Pa
)
-a- -b-
-1
-0,5
0
0,5
1
1,5
-1 -0,5 0 0,5 1 1,5
Cu-Al-Be (n°1)
@ 32°C
ezz (%)
e q
q 
(%
)
Expérience
Modèle
-c-
0
40
80
120
160
-1 -0,5 0 0,5 1 1,5
Cu-Al-Be
 (n°1)
@ 32°C
ezz (%)
s z
z (
M
Pa
)
Expérience
Modèle
0
40
80
120
160
-1 -0,5 0 0,5 1 1,5
Exp
Mod
Cu-Al-Be
(n°1)
@ 32°C
eqq (%)
s
qq
 (M
Pa
)
-d- -e-
Figure 133 : Essai de traction-pression interne sous chargement non-proportionnel carré et
simulation. Chargement et écoulement (a) expérimental et (b) simulé, (c) réponse en déformation, (d)
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et (e) courbes contrainte/déformation
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Figure 134 : Essai de bicompression sous chargement non-proportionnel triangulaire 1 et simulation.
Chargement et écoulement (a) expérimental et (b) simulé, (c) réponse en déformation, (d) et (e)
courbes contrainte/déformation
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Figure 135 : Essai de bicompression sous chargement non-proportionnel triangulaire 2 et simulation.
Chargement et écoulement (a) expérimental et (b) simulé, (c) réponse en déformation, (d) et (e)
courbes contrainte/déformation
Afin d'illustrer le fonctionnement du modèle, nous avons tracé Figure 136 l'évolution des
surfaces de charge et de différentes variables lors du trajet non-proportionnel carré de traction-
pression interne simulé Figure 133. L'axe szz est projeté selon sII et l'axe sqq selon sIII.
Nous avons également reporté Figure 137a l'évolution de la fraction volumique de martensite
en fonction du temps et Figure 137b l'évolution de la grandeur scalaire x (x = x1 en charge et x = (x2-
2.s0) en décharge) en fonction de la fraction volumique de martensite. Les points 1, 2, 3 et 4
correspondent respectivement aux coins du carré de chargement : (0 , 140 MPa), (140 MPa , 140
 MPa), (140  MPa , 0) et (0 , 0). Et les points a, b, c et d correspondent aux 4 instants choisis sur la
Figure 136.
Lors de la 1ère partie du trajet, jusqu'au point 1, szz augmente de 0 à 140 MPa et sqq reste
nul, le trajet est donc proportionnel (Figure 136a). Il n'apparaît que de la transformation directe et
l'écoulement tre&  reste normal à la surface de transformation directe. Les tenseurs s, X1 et X2 sont
colinéaires et de direction constante. L'écoulement est également colinéaire à ces 3 tenseurs, ceci est
un cas particulier rencontré lors d'un chargement avec ys = 1 ou -1, par exemple lors d'un essai de
traction. Les 2 surfaces de charge sont tangentes et le domaine d'élasticité est réduit à un point (s).
Lors de la 2ème partie du trajet, entre les points 1 et 2, szz reste égal à 140 MPa et sqq
augmente de 0 à 140 MPa, le trajet devient donc non-proportionnel (Figure 136b). Les tenseurs X1
et X2 restent colinéaires, ceci est imposé par le modèle, mais ne sont pas colinéaires à s. Leur
direction varie au cours du chargement ce qui traduit la variation de l'orientation moyenne de la
martensite. Cette variation est obtenue par un mélange de transformation directe et inverse. En effet
entre les points 1 et 2, la cinétique de transformation est très complexe (Figure 137b), elle se
compose d'une multitude de petites transformations directes et de petites transformations inverses. La
transformation inverse est plus importante que la transformation directe, car globalement la fraction
volumique de martensite diminue (Figure 137a). La direction de l'écoulement est donc donnée par la
somme d'un écoulement résultant de la transformation directe et d'un écoulement résultant de la
transformation inverse. Les 2 surfaces de charge ne sont plus tangentes et le domaine d'élasticité n'est
plus réduit à un point, mais reste encore de taille très faible.
Lors de la 3ème partie du trajet, entre les points 2 et 3 (Figure 136c), sqq reste égal à
140 MPa et szz diminue de 140 MPa à 0. Les phénomènes mis en jeu sont similaires à ceux mis en
jeu lors de la 2ème partie du chargement, de la transformation directe et inverse simultanément qui vont
permettre de simuler la variation de l'orientation moyenne de la martensite. La transformation directe
est majoritaire, et la fraction volumique de martensite augmente (Figure 137a). Un domaine
d'élasticité de taille relativement importante apparaît en arrière du chargement alors que ce domaine
était nul sous chargement proportionnel.
Lors de la 4ème partie du trajet , entre les points 3 et 4 (Figure 136d), szz reste nulle et sqq
diminue de 140 MPa à 0. Il n'apparaît que de la transformation inverse et l'écoulement reste normal à
la surface de transformation inverse, donc reste toujours colinéaire à la déformation de
transformation. Les tenseurs X1 et X2 restent colinéaires et de direction constante. La fraction
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volumique de martensite ne revient pas à zéro (Figure 137), le modèle simule de la martensite
résiduelle, ce que l'on vérifie expérimentalement, même si le modèle a tendance à la surestimer.
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Figure 136 : Simulation de la position des surfaces de charge lors du trajet non-proportionnel carré
de traction-pression interne de la Figure 133
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Figure 137 : Evolution (a) de z en fonction du temps et (b) de x en fonction de z lors du trajet non-
proportionnel carré de traction-pression interne de la Figure 133
IV-3.6 Cadre thermodynamique et dissipation intrinsèque
Le cadre thermodynamique proposé dans le cas des chargements multiaxiaux proportionnel
n'est pas généralisable simplement au cas des chargements multiaxiaux non-proportionnels. En effet,
dans le cas proportionnel, x1 et x2 étaient déterminées de façon explicite à partir des variables
internes et d'histoire, ce n'étaient donc pas des variables internes, alors que dans le cas non-
proportionnel, il est impossible de déterminer X1 et X2 à partir des variables internes et d'histoire.
Elles ont donc le statut de variables internes à part entière (ou de forces thermodynamiques
associées, ce qui est similaire), et l'énergie libre doit donc dépendre de ces variables [GER73] :
( ) ( ) ( ) ( )21trstockéetrtrstockéeélastique21tr X,X,:L:.2
1
X,X,, ey+e-ee-e=y+y=eey (342)
Nous n'avons pas trouvé d'énergie libre de cette forme permettant de vérifier le second
principe de la thermodynamique. Nous sommes donc incapables dans l'état actuel de définir
complètement ce modèle.
Néanmoins, on peut montrer que si l'on garde l'expression de l'énergie libre donnée dans le
cas proportionnel :
( ) ( ) )h,z(H.:L:.
2
1 trtr g+e-ee-e=y (343)
alors la dissipation est toujours positive ou nulle. Et lors d'un chargement non-proportionnel,
la variation de la direction des tenseurs X1 et X2 crée une dissipation par l'intermédiaire de petits
cycles de charge-décharge.
Malheureusement cette solution n'est pas viable, car l'énergie ainsi définit ne dépend pas de
X1 et de X2, ce ne sont donc pas des variables internes [GER73]. Il doit donc forcément exister une
relation de façon à déterminer X1 et X2 à partir des variables internes, ce qui n'est pas le cas pour le
modèle exposé.
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Nous nous trouvons donc dans une impasse avec 2 solutions possible, soit écrire directement
X1 et X2 à partir des variables internes et l'énergie libre proposée est alors valable, soit écrire une
autre énergie libre dépendant de X1 et de X2 permettant de vérifier le second principe de la
thermodynamique.
IV-4 CONCLUSION
Une modélisation du comportement pseudoélastique des AMF sous chargement multiaxial
non-proportionnel a été proposée. Elle permet de simuler les essais réalisés chapitre II et III de façon
satisfaisante. La démarche utilisée afin de construire ce modèle s'articule en trois points.
Nous commençons par construire un modèle uniaxial valable en traction. Ce modèle permet
de rendre compte des phénomènes de point mémoire en stockant les valeurs maximales et minimales
de la fraction volumique de martensite. Il permet également de simuler la taille du domaine d'élasticité
qui est presque tout le temps nulle lors d'un essai de traction pour l'alliage utilisé. Enfin un cadre
thermodynamique est proposé et permet de vérifier le second principe de la thermodynamique.
Nous généralisons ensuite ce modèle au cas des chargements multiaxiaux proportionnels à
l'aide d'une contrainte et d'une déformation équivalente en ajoutant un seul paramètre matériau
supplémentaire par rapport au cas uniaxial. Ce modèle permet de simuler de façon satisfaisante tout
chargement proportionnel, ainsi que la forme de la surface de début de transformation. Le cas
uniaxial devient alors un cas particulier du modèle multiaxial proportionnel, et le cadre
thermodynamique proposé dans le cas uniaxial est généralisé au cas multiaxial proportionnel.
Enfin, ce modèle multiaxial proportionnel est généralisé au cas des chargements multiaxiaux
non-proportionnels sans ajout de nouveau paramètre matériau. Cette étape nous a amené à modifier
le statut de grandeurs présentes dans le cas multiaxial proportionnel afin de rendre compte des
phénomènes de variation de l'orientation moyenne de la martensite. Ce modèle permet de simuler de
façon satisfaisante tous les trajets de chargement réalisés lors de ce travail. Le cas multiaxial
proportionnel n'est pas un cas particulier du cas multiaxial non-proportionnel, car même si les
réponses contrainte/déformation des 2 modèles lors d'un chargement multiaxial proportionnel sont
identiques, leurs réponses thermodynamiques sont différentes, et le cadre thermodynamique du cas
multiaxial proportionnel n'est pas facilement généralisable au cas multiaxial non-proportionnel. Nous
n'avons pas réussi, à ce jour, à construire un cadre thermodynamique valable dans le cas multiaxial
non-proportionnel.
En conclusion, on peut résumer les avantages de cette modélisation ainsi :
· Les paramètres "matériau" sont peu nombreux (9 dans le cas général) et faciles à identifier
(8 des 9 paramètres ne nécessitent qu'un essai de traction)
· Le nombre des variables internes est faible
· La contrainte et la déformation équivalente introduites sont pertinentes
· Les variables d'histoire permettent de simuler les effets d'histoire
· Le cadre thermodynamique des cas uniaxial et multiaxial proportionnel reste simple
Et les principaux inconvénients de cette modélisation sont :
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· L'écriture et l'intégration du modèle sont rendus complexes par l'utilisation des variables
d'histoire
· L'absence de cadre thermodynamique pour le cas multiaxial non-proportionnel
· Les variables X1 et X2 n'ont pas de sens physique immédiat, elles ne sont que le reflet de
l'orientation moyenne de la martensite
A l'avenir, on peut imaginer s'affranchir des variables internes X1 et X2 en les déterminant de
façon explicite à partir des variables internes et d'histoire du modèle. En effet, ces variables
caractérisent l'orientation moyenne de la martensite qui est déjà comprise dans la déformation de
transformation. Ces trois variables sont donc vraisemblablement redondantes. Ceci permettrait
également d'utiliser le cadre thermodynamique du cas multiaxial proportionnel dans le cas multiaxial
non-proportionnel.
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Chapitre V 
Intégration Numérique dans un Code de Calcul par
Eléments Finis
L'intégration de lois de comportement dans un code de calcul par éléments finis permet leur
utilisation dans la conception d'une structure industrielle.
Elle permet également de valider la loi de comportement implémentée sur un essai de type
structure dont les contraintes et/ou les déformations ne peuvent pas être évaluées. Ceci était l'objectif
de la 1ère partie de ce chapitre qui présente l'intégration numérique de la loi de comportement
phénoménologique de la pseudoélasticité des AMF exposée chapitre IV afin de valider ce modèle
sur les essais de tricompression du chapitre III. Malheureusement, des contraintes de temps ne nous
ont pas permis de simuler ces essais et seul l'intégration numérique est présentée.
L'implantation d'une loi de comportement dans un code de calcul par éléments finis peut
également permettre d'identifier des paramètres matériau de cette loi de comportement à partir d'un
essai de type structure, c'est ce que l'on appelle l'identification inverse. Ceci est l'objet de la 2ème
partie du chapitre qui présente l'intégration numérique du modèle RL exposé chapitre I afin d'identifier
le paramètre de dissymétrie traction-compression à l'aide d'un essai de flexion. En effet, les AMF
sont souvent utilisés sous forme de fils, ce qui rend facilement réalisable les essais de traction mais ce
qui rend impossible la réalisation d'essai de compression.
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V-1 INTEGRATION NUMERIQUE DU MODELE PHENOMENOLOGIQUE DES
AMF
V-1.1 Implémentation
L'intégration numérique du modèle phénoménologique de la pseudoélasticité des AMF
présenté chapitre IV a été effectuée à l'aide d'un schéma de prédiction-correction. Afin d'aider à la
lecture, un algorithme global est proposé Figure 139, un algorithme de la transformation directe
Figure 140 et un algorithme de la transformation inverse Figure 141.
Cette intégration numérique nécessite la prise en compte de 2 critères de charge couplés,
c'est-à-dire que l'intégration d'un critère va faire évoluer l'autre critère, critère qui peut alors être violé
à son tour et donc provoquer à nouveau la violation du 1er critère. Afin de résoudre ce problème,
nous avons choisi de traiter ces critères de façon indépendante. En pratique, soit aucun des 2 critères
n'est violé et le pas est alors élastique, soit seulement un des 2 critères est violé et l'on traite ce
critère, soit les 2 critères sont violés et l'on intègre celui qui est le plus grand. Dans les 2 derniers cas,
c'est-à-dire si l'on effectue une correction, on est obligé de vérifier à nouveau l'autre critère et ce
jusqu'à obtenir les 2 critères vérifiés simultanément.
Les grandeurs à calculer sont les variables cinématiques X1 et X2, la déformation de
transformation e tr, la contrainte s et les variables d'histoire au pas (n+1) connaissant ces valeurs au
pas (n) et l'incrément de déformation totale De.
Les variables d'histoire au pas (n) sont données par :
)j(z,.............................,)1(z:PMMa
)i(z,..............................,)1(z:PMMi
MM
mm (344)
avec j = i lors d'une charge et j = i+1 lors d'une décharge.
Et on ajoute à cela par convention :
î
í
ì
=
=
1)0(z
0)0(z
M
m (345)
On calcule ensuite les valeurs de xm(m), am(m) pour m = 1 à i à l'aide respectivement des
équations (180) et (199), et xM(m),  aM(m) pour m = 1 à j à l'aide des équations (182) et (191),
auxquelles on ajoute :
î
í
ì
=
D-=
î
í
ì
=a
=a
maxM
m
M
m
X)0(x
X)0(x
&
1)0(
0)0( (346)
On commence par effectuer une prédiction élastique :
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ï
î
ï
ï
í
ì
e=+e
=+
=+
eD+s=+s
)n()1n(
)n(X)1n(X
)n(X)1n(X
:L)n()1n(
trtr
0
2
0
2
1
0
1
0
(347)
L'indice (n+1) ne sera plus noté afin d'alléger les notations.
C'est à partir d'ici que va commencer la vérification successive des 2 critères. Ces boucles
sont numérotées à l'aide d'un paramètre (k) pris initialement nul.
Les 2 critères de charge et décharge sont calculés :
( )
( )ïî
ï
í
ì
s--s-=
s--s=
e 0
kk
2
kk
2
0eq
k
1
kk
1
N:Xf
Xf
(348)
On compare ensuite la valeur de ces 2 critères à celle d'un paramètre d choisi à priori.
· Soit les critères sont inférieurs à d :
d<d< k2
k
1 fetf (349)
et le pas est élastique :
ï
ï
î
ï
ï
í
ì
e=+e
=+
=+
s=+s
)n()1n(
)n(X)1n(X
)n(X)1n(X
)1n(
trtr
22
11
k
(350)
Toute intégration doit forcément se terminer par ce cas.
· Soit l'un des 2 critères est supérieur à d :
d>d> k2
k
1 fouf (351)
et on choisit alors de commencer par effectuer la correction par le plus grand des deux.
 Correction du critère de charge : k2
k
1
k
1 ffetf >d>
Avant d'effectuer la correction, on commence par mettre à jour les variables d'histoire. En
effet, si la correction précédente était une décharge, alors il faut incrémenter i, stocker la valeur de la
fraction volumique de martensite dans zm(i) et calculer les valeurs de am(i) et de xm(i). Et dans le cas
où la correction précédente était une charge, les variables d'histoire restent inchangées.
La correction consiste à déterminer zk+1 de façon à vérifier :
( )
K
Xf 0eq
1k
11k
1k
1
d
<s--s= ++
+ (352)
où sk+1 est égal à sk moins la correction pseudoélastique :
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tr
k1k :L eD-s=s + (353)
et De tr est calculé à l'aide d'une intégration explicite :
( ) k
1kk
1
k1ktr K.
K:K
zz.
e
+ -g=eD (354)
D'où :
( ) k
1kk
1
k1k
k1k K:L.K:K
zz.
e
+
+
-g
-s=s (355)
Et 1k1X
+  est calculé à l'aide d'une intégration explicite sur sa direction et à l'aide d'une
intégration exacte sur sa cinétique :
( )
)y(f
N
)z(G)z(GXX k
1
k
1
k11k1
k
1
1k
1 -+= +
+ (356)
Quant au paramètre K, nous l'avons choisi égal à 100, car il est beaucoup moins coûteux en
temps de calcul d'effectuer la correction lors d'une charge de façon précise, plutôt que lors de la
résolution simultanée des 2 critères.
L'équation (352) ne dépend donc plus que de zk+1 et des grandeurs au pas (k) :
( )
K
zhf 1k1
1k
1
d
<= +
+ (357)
Il est alors facile de la résoudre à l'aide d'une méthode de Newton :
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avec :
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Une fois l'équation (352) vérifiée, il reste à mettre à jour les variables d'histoire, en effet, si la
valeur de 1p 1kz
+
+  déterminée est supérieure au dernier maximum zM(j), alors on pose :
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)j(zz M
1p
1k =
+
+
(360)
et on ferme la boucle [zM(j)-zm(i)-zM(j)] en décrémentant i et j.
Les valeurs des variables au pas (k+1) sont alors :
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 Correction du critère de décharge : k1
k
2
k
2 ffetf >d>
Avant d'effectuer la correction, on commence par mettre à jour les variables d'histoire. En
effet, si la correction précédente était une charge, alors dans le cas où j est strictement inférieur au
nombre de variables d'histoire maximal fixé à priori, il faut incrémenter j, stocker la valeur de la
fraction volumique de martensite dans zM(j) et calculer les valeurs de aM(j) et de xM(j). Et dans le cas
où j est égal au nombre de variables d'histoire maximal fixé, alors on décrémente i en effectuant une
approximation.
Par exemple, sur la Figure 138 est représenté le cas où le nombre de variables d'histoire
maximal est égal à 6. Le chargement consiste en une décharge jusqu'en m5, puis une charge jusqu'en
M6, puis une décharge jusqu'en m6, puis une charge jusqu'en M7, puis une décharge. Lors de cette
décharge, zM(7) ne peut pas être stocké par le modèle car son indice dépasse 6. On effectue une
approximation du trajet réel M7-m6 dessiné en pointillé sur la Figure 138 par le trajet M7-M7'-m6. Ce
trajet présente une discontinuité en M7-M7' en x qui va se traduire par une discontinuité en X2 et en
X1. Dans le cas où le nombre de variables d'histoire maximal n'est pas trop faible, cette discontinuité
sera faible.
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Figure 138 : Approximation lors de la limitation du nombre de variables d'histoire
La correction consiste à déterminer zk+1 de façon à vérifier :
( )
K
N:Xf 0
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21k
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<s--s= e
+
+
+ (362)
où sk+1 est égal à sk moins la correction pseudoélastique :
( ) kk1kk1k K:L.zz. e++ -g-s=s (363)
Et 1k2X
+  est calculé à l'aide d'une intégration explicite sur sa direction et à l'aide d'une
intégration exacte sur sa cinétique :
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L'équation (362) ne dépend donc plus que de zk+1 et des grandeurs au pas (k) :
( )
K
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+ (365)
Il est alors facile de la résoudre à l'aide d'une méthode de Newton :
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avec :
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Une fois l'équation (362) vérifiée, il reste à mettre à jour les variables d'histoire, en effet, si la
valeur de 1p 1kz
+
+  déterminée est inférieure au dernier minimum zm(i), alors on pose :
)i(zz m
1p
1k =
+
+
(368)
et on ferme la boucle [zm(i)-zM(j)- zm(i)] en décrémentant i et j.
Les valeurs des variables au pas (k+1) sont alors :
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Une fois l'une des 2 corrections effectuée, le paramètre (k) est incrémenté et on recommence
l'ensemble de la boucle général jusqu'à obtenir les 2 critères vérifiés simultanément.
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Figure 139 : Algorithme d'intégration du modèle de la pseudoélasticité des AMF
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Figure 140 : Algorithme d'intégration de la transformation directe
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Figure 141 : Algorithme d'intégration de la transformation inverse
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V-1.2 Résultats numériques
Les simulations numériques ont été effectuées dans le code de calcul par éléments finis
Castem 2000â sur un maillage constitué d'un seul élément de type cubique à 8 nœuds (CUB8). Ce
cube est choisi de côté unité et on appelle respectivement Fx0, Fy0, Fz0, Fx1, Fy1, Fz1 les faces
d'équation x = 0, y = 0, z = 0, x = 1, y = 1, z = 1 (Figure 142). Les conditions limites en
déplacement consistent à bloquer les déplacements respectivement selon les directions x, y, z sur les
faces Fx0, Fy0, Fz0 et les conditions limites en efforts consistent à imposer des efforts respectivement
sur les faces Fx1, Fy1 selon les directions x, y.
x
z
y1
1
1
Fz1
Fy0
Fx1
Fx0
Fy1
Fz0
Figure 142 : Maillage utilisé pour la simulation numérique
Les paramètres matériau utilisés sont ceux déterminés dans le cas des essais de
bicompression (Table 8), auxquels s'ajoute le nombre de variables d'histoire maximal nvar et le
paramètre de précision de l'intégration d. Nous avons étudié l'influence de ces paramètres lors de
l'essai non-proportionnel de bicompression triangulaire n°6 (Figure 91). Le chargement consiste en
une charge jusqu'à 200 MPa selon les 2 axes, puis en une décharge selon un axe, puis en une
décharge selon l'autre axe.
Nous avons commencé par étudier l'influence du nombre de variables d'histoire maximal nvar
en fixant d = 1 MPa. Sur la Figure 143 est représenté la réponse en déformation pour des valeurs de
nvar égales à 1, 2, 6 et 10. Hormis pour nvar = 1, on constate une influence très faible de ce paramètre,
ce qui justifie l'approximation réalisée. Par la suite, nous avons fixé ce paramètre à nvar = 6.
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Figure 143 : Influence du nombre de variables d'histoire
Nous avons ensuite étudier l'influence du paramètre de précision d'intégration d en fixant
nvar = 6. Sur la Figure 144a est représentée la réponse en déformation pour des valeurs de d égales à
0.5, 1, 2 et 5 MPa. On constate que la réponse converge rapidement quand d diminue, et par la suite
nous avons choisi d = 1 MPa.
Nous nous sommes également intéressés à l'influence du pas de chargement. Sur la Figure
144b est représenté la réponse en déformation pour 6, 60 et 120 pas de chargement. L'influence du
pas de chargement est donc faible.
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Figure 144 : Effet (a) du paramètre de précision et (b) du pas d'intégration
Chapitre V: Intégration Numérique                                                                                               
- 198 -
V-2 INTEGRATION NUMERIQUE DU MODELE RL
V-2.1 Implémentation
L'intégration numérique du modèle RL a été effectuée à l'aide d'un schéma de prédiction
correction. Afin d'aider à la lecture, un algorithme est proposé Figure 146.
Les grandeurs à calculer sont la contrainte et la fraction volumique de martensite au pas (n+1)
à l'aide de ces même valeurs au pas (n) et de l'incrément de déformation :
( )1n1nnn z,
z,
++s®
î
í
ì
eD
s (370)
Un schéma d'intégration explicite avec prédiction élastique et correction pseudoélastique a été
utilisé.
L'algorithme débute par une prédiction élastique :
ïî
ï
í
ì
=
eD+s=s
+
+
n
0
1n
n
0
1n
zz
:L (371)
A ce stade, un critère sur la taille du pas a dû être introduit afin d'éviter le "retournement" du
critère de transformation inverse (Figure 145). En effet, l'ensemble des points pour lesquels il y a
transformation inverse est l'intérieur d'une courbe d'équation :
)z()y.a1.( 0eq s=+s=s s (372)
où s0(z) est une fonction de z qui peut devenir "petite". Si eD  est trop important, la prédiction
élastique peut traverser complètement cette surface et ressortir de l'autre côté. Pour éviter cela, il
suffit de vérifier que la distance entre ns  et 
0
1n +s  reste bien inférieure à la distance entre 0  et ns
(Figure 145) :
K
n
n
0
1n
s
<s-s + (373)
où K est un coefficient strictement supérieur à 1. En pratique K = 2 a donné de bons
résultats. Et dans le cas où ce critère est violé, le pas est partagé en 2 ( )2eD=eD  et l'intégration est
effectuée en 2 fois (Figure 145).
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Figure 145 : Limitation de la taille du pas d'intégration lors d'une transformation inverse
A ce stade, on calcule le critère de transformation directe :
( ) ( )
( )
ï
ï
î
ïï
í
ì
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>sp
s>s
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1z
0z,
n
0
1n
f
eqneq
0
1n
(374)
et inverse :
( ) ( )
( )
ï
ï
î
ïï
í
ì
>
<sp
s<s
+
+
0z
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n
0
1n
f
eqneq
0
1n
(375)
Ces 2 critères sont exclusifs. Si aucun des 2 critères n'est vérifié, alors le pas est élastique :
ï
ï
î
ïï
í
ì
e=e
=
eD+s=s=s
+
+
++
tr
n
tr
1n
n1n
n
0
1n1n
zz
:L
(376)
et le calcul est terminé. Sinon, il faut apporter des corrections pseudoélastiques à cette
initialisait de façon à obtenir :
( ) ( )ii1n1ni zkz, -=sy ++ (377)
avec i = 1 pour une transformation directe et i = 2 pour une transformation inverse, et où z1
(z2) est la fraction volumique de martensite au début de la charge (décharge). La grandeur zi peut
donc être vue comme une variable d'histoire. En pratique, il est possible de déterminer la valeur de (-
ki(zi)) grâce au pas précèdent. Par exemple, pour le cas d'une transformation directe, si au pas (n) :
( ) 0z,nf >sp (378)
alors :
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( ) ( )11nn1 zkz, -=sy (379)
et le deuxième terme de l'équation (377) devient :
( )nn1 z,K sy= (380)
Si par contre :
( ) 0z,nf <sp (381)
alors
n1 zz = (382)
et le deuxième terme de l'équation (377) devient :
( )n1 zkK -= (383)
Et pour une transformation inverse, si au pas (n) :
( ) 0z,nf <sp (384)
alors :
( ) ( )22nn2 zkz, -=sy (385)
et le deuxième terme de l'équation (377) devient :
( )nn2 z,K sy= (386)
Si par contre :
( ) 0z,nf >sp (387)
alors
n2 zz = (388)
et le deuxième terme de l'équation (377) devient :
( )n2 zkK -= (389)
La contrainte au pas (n+1) 1n+s  est ensuite calculée grâce à la prédiction élastique moins la
correction pseudoélastique :
tr0
1n1n :L eD-s=s ++ (390)
et De tr est déterminé à l'aide d'une intégration explicite :
( ) ( )nn1ntr K.zz. s-g=eD + (391)
En effet, vu la forme complexe de K(sn), une intégration implicite est rendue impossible.
D'où :
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( ) ( )nn1n0 1n1n K:L.zz. s-g-s=s +++ (392)
On obtient alors une équation où la seule inconnue est zn+1 :
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 0K)z(kT.z.21TK:L.zz..zh 1niit1nf0eqnn1n0 1n1n =+-f--p-s-g-sr
g
= +++++ (393)
que l'on résout à l'aide d'une méthode de Newton :
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avec :
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j 1niitnj 1n
2
j
1n
j
1n z'kT.2K:L:K.zdz
dh
z'h ++++ -f+ssr
g
-== (395)
et :
( ) ( )nnj 1n0 1nj 1n K:L.zz. s-g-s=s +++ (396)
Les itérations j se poursuivent jusqu'à vérification de la condition :
( ) tolérancezh N 1n <+ (397)
Les grandeurs au pas (n+1) sont alors :
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Figure 146 : Algorithme d'intégration du modèle RL
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V-2.2 Résultats numériques en flexion
V-2.2.1 Identification des paramètres matériau en traction
Le matériau étudié est un alliage de Ni-Ti [REJ00a] de températures de transformation
0
SM  » -64°C, 
0
FM  » -194°C, 
0
SA  » -26°C et 
0
FA  » 2°C obtenu sous la forme de fils de diamètre
1.2 mm.
Les paramètres à identifier sont : E, n, u0, s0, Du, Ds, g, r, a, a1 et a2.
Le comportement élastique est supposé isotrope et le module d'Young est déterminé à l'aide
d'un essai de traction à 32°C (Figure 147) : E = 52 GPa
Le coefficient de Poisson est choisi égal à : n = 0.3
La masse volumique est déterminée par une loi des mélanges : r = 6700 kg/m3
Le paramètre s0 est supposé nul afin que la taille de l'hystérésis ne dépende pas de la
température : s0 = 0 J.kg-1.K-1
La déformation de transformation maximale en traction est égale à 6 %, d'où :
( ) %6a1. =+g (399)
Les valeurs de u0, Du, Ds sont déterminées à partir de la contrainte de début de
transformation directe (sAM), de la contrainte de début de transformation inverse (sMA) en traction à
32°C (Figure 147), et de la variation de ces contraintes avec la température (dsAM/dT) qui est prise
égale à 5 MPa.K-1 [ORG98] :
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D'où :
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Les paramètres a1 et a2 sont pris suffisamment grands afin que la contrainte reste quasiment
constante lors de la transformation directe ou inverse (Figure 147) : a1 = 5 J.kg-1 et a2 = 5 J.kg-1. Les
paramètres sont regroupés Table 9.
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Figure 147 : Essai de traction et simulation d'un alliage de Ni-Ti à 32°C [REJ00b]
Sur la Figure 147 est représenté l'essai de traction à 32°C ainsi que la modélisation. La
modélisation est en bon accord avec l'expérience, ce qui est logique, car c'est l'essai que nous avons
utilisé pour effectuer l'identification des paramètres.
E
(GPa)
n u0
(kJ/kg)
s0
(J/kg/K)
Du
(kJ/kg)
Ds
(J/kg/K)
a1
(J/kg)
a2
(J/kg)
r
(kg/m3)
g.(1+a)
(%)
52 0.3 2.1 0 10.6 44.8 5 5 6700 6
Table 9 : Coefficients matériau du modèle RL de l'alliage de Ni-Ti
V-2.2.2 Essai de flexion pure
L'essai de flexion simulé est représenté Figure 148 [REJ00a].
x
z
y
Sx1
F
L / 2L
-F
Sx2 Sx3Sz1 Sz2
O BA
R
Figure 148 : Simulation de l'essai de flexion pure
Au vu des symétries du problème, nous nous sommes contentés de mailler un quart de la
structure. Les conditions limites en déplacement consistent donc à bloquer les déplacements selon x
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sur la face Sx1 et selon z sur les faces Sz1 et Sz2. Le déplacement en y du point O est également
bloqué afin d'interdire tout champ de corps solide de l'ensemble de la structure.
Le moment de flexion est appliqué par l'intermédiaire de 2 efforts selon y, l'un positif sur la
face Sx2 et l'autre négatif sur la face Sx3. La partie de la poutre comprise entre Sx1 et Sx2 est donc
bien soumise à un moment de flexion pure.
La partie de la poutre comprise entre Sx1 et Sx2 est modélisée par un comportement
pseudoélastique RL et la partie comprise entre Sx2 et Sx3 par un comportement élastique afin de
réduire le temps de calcul.
Nous avons testé 2 maillages (Figure 149), l'un grossier constitué de 162 éléments cubiques à
20 nœuds (CUB20) et de 108 éléments prismatiques à 15 nœuds (PR15) et l'autre fin constitué de
1092 éléments cubiques à 20 nœuds (CUB20) et de 75 éléments prismatiques à 15 nœuds (PR15).
-a- -b-
Figure 149 : Maillage (a) fin et (b) grossier utilisés pour la simulation de flexion pure
La Figure 150 montre la courbe du moment de flexion de la poutre complète (F.L) en
fonction de la courbure (-2.uy(A)/L2) pour les 2 maillages avec a = 0.2 et g = 5 %. La différence
étant très faible, nous utiliserons par la suite le maillage grossier.
Nous avons également testé l'influence du pas d'intégration. La Figure 151 montre la courbe
du moment de flexion en fonction de la courbure pour 4 et 38 pas d'intégration avec a = 0.2 et
g = 5 %, on remarque que les 2 calculs convergent vers le même résultat, ce qui confirme le bon
comportement de l'intégration numérique.
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Figure 150 : Simulation de flexion pure avec le maillage fin et grossier
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Figure 151 : Influence du pas d'intégration
 Identification inverse
Afin d'identifier les paramètres a et g, nous avons simulé l'essai de flexion avec des valeurs de
a égales à 0, 0.1, 0.2 et 0.3 (Figure 152). Le paramètre g est ensuite déterminé à l'aide de la relation
(399).
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Figure 152 : Influence du paramètre de dissymétrie traction-compression a
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Figure 153 : Comparaison entre l'expérience et la simulation pour a = 0.2
La meilleure corrélation entre l'expérience, réalisé par Rejzner [REJ98], [REJ00a], [REJ00b]
et la simulation est obtenue pour a = 0.2 (Figure 153), d'où g = 5 %. On peut alors simuler un essai
de traction-compression et déterminer la dissymétrie (Figure 154) :
T
AM
C
AM
C
T
5.1
a1
a1
s
s
==
-
+
=
g
g (402)
où gT et gC sont respectivement les déformations de transformation maximales en traction et
en compression, et TAMs et 
C
AMs  les contraintes de début de transformation en traction et en
compression. Cette dissymétrie est conforme à la dissymétrie habituellement mesurée sur les alliages
de Ni-Ti [ORG98], [RAN99].
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Figure 154 : Simulation d'un essai de traction-compression pour a = 0.2
Il est donc possible de déterminer la dissymétrie traction-compression d'un fil en AMF à
l'aide d'un essai de traction et d'un essai de flexion sans avoir à effectuer de compression, qui est
rendu impossible par la forme de l'échantillon.
 Position de la fibre neutre
Lors d'un essai de flexion pure d'une poutre circulaire d'un matériau symétrique en traction-
compression, la fibre neutre, c'est-à-dire les points pour lesquels la déformation longitudinale est
nulle, se situe au centre de la section droite. Dans le cas, d'un AMF, le comportement étant
dissymétrique en traction-compression, la fibre neutre ne reste pas au centre. Sur la Figure 155a nous
avons reporté la contrainte et la déformation longitudinales dans une section droite de la poutre sous
charge maximale. On constate que la contrainte et la déformation sont dissymétriques et que la fibre
neutre ne reste pas au centre de la section droite. Sa position lors du chargement en fonction du
rayon de courbure de la poutre est tracée Figure 155b en pourcentage du rayon. Son déplacement
ne dépasse pas 7 % du rayon de la poutre.
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Figure 155 : (a) Contrainte et déformation longitudinales dans une section droite et (b) position de la
fibre neutre
V-3 CONCLUSION
L'intégration numérique du modèle phénoménologique du comportement pseudoélastique des
AMF exposé chapitre IV a été présentée. Elle permettra à terme de simuler des essais structure, tels
que les essais de tricompression du chapitre III, afin de tester le modèle de comportement sous des
sollicitations complexes. Elle devrait permettre également de faire de l'identification inverse, c'est-à-
dire d'identifier les paramètres du matériau à partir d'essais de type structure.
L'intégration numérique du modèle RL est ensuite exposée et une application d'identification
inverse du coefficient de dissymétrie traction-compression à de la flexion pure est présentée. Cela
permet de déterminer le comportement en compression d'un matériau sur lequel on ne peut pas
effectuer d'essai de compression.
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Chapitre VI 
Conclusions et Perspectives
Ce travail s'inscrit dans une démarche d'étude du comportement pseudoélastique des AMF
sous chargement complexe. Il nous a amené à construire une base expérimentale importante sous
différents types de chargement. L'objectif étant, d'une part de mieux comprendre les phénomènes de
création-réorientation de martensite lors d'un chargement complexe, et d'autre part, de construire et
de valider à l'aide de cette base expérimentale un modèle du comportement pseudoélastique des
AMF.
L'élaboration de cette base expérimentale nous a conduit à utiliser deux essais
complémentaires : l'essai de traction-torsion-pression interne et l'essai de bicompression. Ces essais
sont complémentaires car ils permettent de solliciter le matériau sous n'importe quel état de contrainte
plane, en supposant simplement le matériau isotrope.
Une attention toute particulière a été portée à la détection de la surface de début de
transformation et une technique automatique de détection au cours de l'essai a été développée. Cette
technique permet de limiter l'histoire du chargement lors de la détection de la surface de début de
transformation complète.
Nous avons également conçu, réalisé et mis au point un nouvel essai totalement original pour
les matériaux métalliques : l'essai de bicompression [BOU01b]. Cet essai permet de solliciter le
matériau sous un état de compression biaxiale. La procédure de validation et de mise au point de cet
essai ont été effectuées à l'aide de la détermination du champ de déplacement de l'éprouvette par une
méthode d'analyse d'image. L'utilisation d'une telle méthode dans le but de valider les conditions
limites d'un essai est également tout à fait nouvelle. Nous avons ensuite utilisé cet essai de
bicompression afin d'observer in situ des variantes de martensite lors d'un chargement multiaxial
complexe.
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Cet essai a ensuite été généralisé en tricompression afin de réaliser un essai de type structure
de compression triaxiale. Cet essai est également tout à fait nouveau pour les matériaux métalliques.
Enfin, ce travail nous a conduit à construire un modèle phénoménologique du comportement
pseudoélastique des AMF sous chargement complexe. Ce modèle simule de façon satisfaisante la
base expérimentale effectuée lors de ce travail à l'aide d'un faible nombre de paramètres.
La démarche utilisée lors de la construction de ce modèle nous semble tout à fait adaptée à la
modélisation d'autres comportements mécaniques, elle s'articule en trois points. La première étape
consiste à construire un modèle uniaxial valable en traction. Ce modèle ne compte que huit
paramètres "matériau" facilement identifiables. La deuxième étape consiste à généraliser ce modèle au
cas des chargements multiaxiaux proportionnels à l'aide d'une contrainte et d'une déformation
équivalente en ajoutant un seul paramètre matériau supplémentaire par rapport au cas uniaxial. Enfin,
la dernière étape consiste à généraliser ce modèle au cas des chargements multiaxiaux non-
proportionnels. Cette généralisation est réalisée sans ajout de nouveaux paramètres "matériau".
Le modèle complet ne compte donc que neuf paramètres matériau dont huit sont identifiés à
l'aide d'un simple essai de traction
Suite aux résultats de ce travail, un certain nombre de perspectives et d'objectifs sont
envisageables.
Le modèle phénoménologique du comportement pseudoélastique des AMF, construit dans ce
travail, prévoit une évolution tout à fait particulière du domaine d'élasticité. Par exemple, dans le cas
du Cu-Al-Be, le domaine d'élasticité sous chargement proportionnel est presque tout le temps nul, ce
dont le modèle rend bien compte. Mais dans le cas d'un chargement non-proportionnel, le modèle
prévoit une augmentation importante de la taille du domaine d'élasticité. Il serait alors intéressant de
vérifier cela expérimentalement en effectuant des détections automatiques du domaine d'élasticité au
cours du chargement. En pratique, l'utilisation d'un matériau comme le Cu-Al-Be pour lequel la taille
du domaine d'élasticité est de toute façon très faible ne paraît pas raisonnable. Par contre, on peut
imaginer utiliser un alliage de Ni-Ti pour lequel la taille du domaine d'élasticité est importante, évaluer
ce domaine au cours du chargement et le comparer à la prévision du modèle. Nous avons pour cela
réalisé des éprouvettes de traction-torsion en Ni-Ti que nous espérons tester prochainement.
Les essais de bicompression réalisés, et en particulier les observations in situ des plaquettes
de martensite lors d'un chargement conduisent tout naturellement vers une modélisation micro/macro.
En effet, ces observations permettent de déterminer quelles sont les variantes de martensite actives
dans chaque grain lors d'un chargement complexe, ce qui constituent des renseignements primordiaux
lors de la construction d'un modèle de comportement micro/macro. La technique d'analyse d'image
utilisée pourrait également permettre de déterminer le champ de déformation dans chaque grain et en
particulier le champ de déformation provoqué par les variantes de martensite, ce qui s'avérerait être
très intéressant pour une meilleure compréhension des phénomènes de création-réorientation des
variantes de martensite. Enfin, nous espérons réaliser une éprouvette de bicompression
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monocristalline en AMF afin de visualiser son comportement lors d'un chargement complexe. Ceci
devrait permettre d'améliorer la compréhension et la modélisation au niveau microscopique.
Les essais de tricompression sont quant à eux des essais structure, c'est à dire que nous
n'avons pas accès aux déformations dans l'éprouvette. Ce type d'essai est donc utilisé afin de tester
une modélisation après une implantation préalable dans un code de calcul par éléments finis. Il peut
également être utilisé afin d'effectuer une identification inverse, c'est à dire d'identifier des paramètres
matériau à l'aide de la réponse globale de la structure. Mais on peut également imaginer instrumenter
l'éprouvette afin de mesurer ses déformations, par exemple en collant des jauges de déformation sur
l'éprouvette sous les mors d'application de la charge. Il resterait alors à s'assurer que l'effort sur la
jauge ne modifie pas la mesure, ou à compenser cet effet. Dans le cas où l'on résoudrait ce problème,
nous aurions alors à notre disposition un essai matériau permettant de soumettre un volume
élémentaire à un état de contrainte de tricompression quelconque.
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Annexe 1a : Essai non-proportionnel carré n°1 : (a) chemin de chargement, (b) réponse en
déformation, (c) courbe (exx, sxx), (d) courbe (eyy, syy)
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Annexe 1c : Essai non-proportionnel triangulaire n°3 : (a) chemin de chargement, (b) réponse en
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Annexe 1d : Essai non-proportionnel triangulaire n°7 : (a) chemin de chargement, (b) réponse en
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